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Ce chapitre vous explique la règle du jeu mathématique. Rien n’est vraiment nou¬ 
veau ni compliqué. Pour donner des exemples d’énoncés, nous ferons appel à quelques 
notions de base sur les nombres entiers, que vous connaissez depuis longtemps. 


Table des matières 

11 Coursl 

11.1 Assertionsl . 

11.2 Ensemblesl . 

1.3 Quantificateurs . . . 

1.4 Applications . 

11.5 Cardinauxl . 

11.6 Rclationsl . 

11.7 Raisonnements! . . . 

12 Entraînementl 

12.1 Vrai ou fauxl . 

12.2 Exercicesl . 

2.3 QCM| . 

12.4 Dcvoirl . 

2.5 Corrigé du devoir . . 


3 Compléments! 

3.1 La quantification des prédicats] . . . 

3.2 Ces longues chaînes de raisons . . . 

13.3 Le Docteur Illumincl . 

13.4 Ramener l’infini au ünil . 

375 Lettres à une Princesse d’Allemagne 

13.6 Froid dans le dosl . 

13.7 Le rêve de Hilbert! . 

3.8 La langue universelle de Peano . . . 

13.9 Les cardinaux inhnisl . 

3.10 Ensembles quotients . 

13.11 Démonstrations non constructives! . 

13.12 L’ensemble de tous les ensembles! . 


1 

1 

6 

10 

11 

14 

19 

23 

27 

27 

32 

42 

44 

47 

52 

52 

54 

55 

57 

58 

59 
61 
62 

64 

65 

67 

68 


18 juillet 2015 




















































































Maths en Ligne 


Langage mathématique 


UJF Grenoble 


1 Cours 

1.1 Assertions 

On peut voir le langage mathématique comme un jeu de construction, dont le 
but est de fabriquer des énoncés vrais. La règle de base de ce jeu est qu’un énoncé 
mathématique ne peut être que vrai ou faux. 11 ne peut pas être « presque vrai » ou 
« à moitié faux ». Une des contraintes sera donc d’éviter toute ambiguïté et chaque 
mot devra avoir un sens mathématique précis. 

Selon le cas, un énoncé mathématique pourra porter des noms différents. 

• assertion : c’est le ternie que nous utiliserons le plus souvent pour désigner une 
affirmation dont on peut dire si elle est vraie ou fausse. 

• théorème : c’est un résultat important, dont on démontre ou on admet qu’il est 
vrai, et qui doit être connu par cœur. 

• proposition : nous utiliserons ce terme pour désigner un résultat démontré, moins 
important qu’un théorème. 

• lemme : c’est un résultat démontré, qui constitue une étape dans la démonstra¬ 
tion d’un théorème. 

• corollaire : c’est une conséquence facile d’un théorème ou d’une proposition. 
Dans ce cours les démonstrations se terminent par un carré blanc, plutôt que par le 
célèbre CQFD (« ce qu’il fallait démontrer »). Pour écrire formellement des énoncés 
mathématiques, on utilise des lettres représentant des concepts (nombres, ensembles, 
fonctions, vecteurs, matrices, polynômes... ) avec des symboles logiques et des relations. 

Le but de ce chapitre étant d’illustrer la manipulation du langage, il ne comportera 
aucune difficulté mathématique. Nous en resterons à des énoncés très simples, que l’on 
prendra soin de toujours traduire en langage courant pour bien les comprendre. Dans ce 
qui suit les lettres m et n désignent des entiers naturels (0,1, 2,...). Nous n’utiliserons 
que les symboles de comparaison (<,>,^,^) et de divisibilité ( | ). Rappelons que 
m | n (« m divise n ») si n est égal au produit km pour un certain entier k. 

n < 5 l’entier n est strictement inférieur à 5 
n ^ 3 l’entier n est supérieur ou égal à 3 
n 112 l’entier n divise 12 

2 | n l’entier n est divisible par 2 (il est pair) 

Pour combiner entre elles des assertions, on utilise les connecteurs de base suivants : 

• la négation (« non »), notée -i 

• la conjonction (« et »), notée A 

• la disjonction (« ou »), notée V. 

Le tableau suivant est une table de vérité. 11 décrit l’effet des connecteurs sur deux 
assertions A et B , selon qu’elles sont vraies (U) ou fausses (F), en disant dans chacun 


1 




Maths en Ligne 


Langage mathématique 


UJF Grenoble 


des 4 cas si l’assertion composée est elle-même vraie ou fausse. 




négation 

non 

conjonction 

et 

disjonction 

ou 

A 

B 

-iA 

A AB 

A\J B 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 


Le « ou » est toujours inclusif : A ou B signifie que l’une au moins des deux assertions 
est vraie (peut-être les deux). Par opposition, le « ou exclusif » est vrai quand l’une 
des deux assertions est vraie mais pas les deux. Voici quelques assertions composées et 
leur traduction. 

-i(n < 5) l’entier n n’est pas strictement inférieur à 5. 

(n < 5) A (2 | n ) l’entier n est strictement inférieur à 5 et divisible par 2. 

(2 | n) V (3 | n) l’entier n est divisible par 2 ou par 3. 

Observez l’usage des parenthèses qui permettent d’isoler des assertions simples au sein 
d’une assertion composée. 

À partir des connecteurs de base, on en fabrique d’autres, dont les plus importants 
sont Vimplication et V équivalence. Par définition, l’implication A ==>• B est vraie soit 
si A est fausse soit si A et B sont vraies toutes les deux. L’écriture A =>- B est donc 
une notation pour (-iLL) VB (« non A ou B »), L’équivalence A B est une double 

implication : ^(LL ==>• B) A ( B ==>• (« A implique B et B implique A »). Voici 

les tables de vérité des implications et de l’équivalence entre deux assertions A et B. 
Constatez que l’équivalence A B est vraie quand A et B sont toutes les deux 
vraies, ou bien toutes les deux fausses. 


A 

B 

A => B 

B => A 

A <=>■ B 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 


L’implication et l’équivalence sont les outils de base du raisonnement mathématique. 
11 est essentiel de bien les assimiler, et de comprendre toutes leurs formulations. 
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_ A B _ 

A implique B 
A entraîne B 

si A est vrai alors B est vrai 
B est vrai si A est vrai 
A est vrai seulement si B est vrai 
pour que B soit vrai il suffit que A le soit 
A est une condition suffisante pour B 
pour que A soit vrai il faut que B le soit 
B est une condition nécessaire pour A 

Pour bien comprendre l’implication, reprenez chacune des formulations en remplaçant 
A par « n > 3 » et B par « n > 2 ». 

A B 
A est équivalent à B 
A équivaut à B 

A entraîne B et réciproquement 
si A est vrai alors B est vrai et réciproquement 
A est vrai si et seulement si B est vrai 
pour que A soit vrai il faut et il suffit que B le soit 
A est une condition nécessaire et suffisante pour B 

Pour bien comprendre l’équivalence, reprenez chacune des formulations en remplaçant 
A par « n ^ 3 » et -B par « n > 2 ». 

Les principales propriétés des connecteurs sont résumées dans le théorème suivant. 

Théorème 1. Soient A, B et C trois assertions. Les équivalences suivantes sont tou¬ 
jours vraies. 

• Commutativité : 

(A A b') 

«A et B » équivaut à «B et A ». 

(a\/ B^j 

« A ou B » équivaut à «B ou A ». 

• Associativité : 

(a a (b a c)) 

« A et (B et CJ » équivaut à « (A et B) et C ». 

(av(bv C 1 )) ((A V B) V dj . (4) 

« A ou (B ou C) » équivaut à « (A ou B) ou C ». 
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• Distributivité : 

(A A (BV C)) « ((A A B) V (A A C)) . (5) 

« A et (B ou C) » équivaut à « (A et B) ou (A et C) ». 

^Av (B A C)) 4=^ ((A V B) A (AV cŸj . (6) 

« A ou (B et C) » équivaut à « (A ou B) et (A ou C) ». 

• Négations : 

(-M)) (7) 

« non (non A) » équivaut à «A ». 

(“’(A V B)J ((-u4) A (^B)^j . (8) 

« non (A ou B) » équivaut à « (non A) et (non B) ». 

A B )^j ((“■^) v h B )^j • ( 9 ) 

« non (A et B) » équivaut à « (non A) ou (non B) ». 

Il est conseillé de remplacer A, B et C par des assertions sur les nombres entiers 
pour bien comprendre les énoncés de ce théorème (par exemple A par (n ^ 6), B par 
(2 | n ), C par (3 | n)). 

Démonstration : Pour démontrer l’équivalence de deux assertions, nous n’avons pas 
d’autre moyen pour l’instant que de vérifier que leurs tables de vérité coïncident : les 
deux assertions sont équivalentes si elles sont toujours soit toutes les deux vraies soit 
toutes les deux fausses. Voici la vérification pour ([5]). 

AA(BV C) ^ (A AB) V (A AC) . 

L’équivalence est vraie car dans la table ci-dessous, les colonnes correspondant aux 
deux assertions sont identiques. 


A 

B 

C 

(B V C) 

A A (B V C) 

(A A B) 

(A A C) 

(A A B) V (A A C) 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 

F 
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Nous laissons au lecteur le soin de vérifier de même chacune des autres équivalences. □ 

Rares sont les démonstrations mathématiques qui utilisent explicitement les tables 
de vérité. Une démonstration typique est un enchaînement d’implications ou d’équiva¬ 
lences, partant des hypothèses pour aboutir à la conclusion. Ces enchaînements utilisent 
la transitivité de l’implication et de l’équivalence. 

Proposition 1. Soient A, B et C trois assertions. L’énoncé suivant est toujours vrai. 

((A =*■ B) A (B =*■ C)) (A =*■ C) . (10) 

Si A implique B et B implique C, alors A implique C. 

On en déduit facilement la transitivité de l’équivalence : 

Corollaire 1. Soient A, B et C des assertions, l’énoncé suivant est toujours vrai. 

((A G)) =s. (A ■*=?■ C) . 

Si A équivaut à B et B équivaut à C, alors A équivaut à C. 


Démonstration : Nous utilisons (une dernière fois) les tables de vérité, pour vérifier 
que quelles que soient les valeurs de vérité de A, B et C , l’implication (10) est vraie. 
Notons 


h 

h 


l’assertion A = 

=>B, 

l’assertion B = 

=>c, 

l’assertion A = 

=> C. 


A 

B 

C 

h 

h 

h A I 2 

h 

(h A I 2 ) = 

A/ :î 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 


V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 


V 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 


V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 


F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 


F 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

V 


F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 


F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 



□ 


Nous utiliserons des enchaînements d’équivalences pour démontrer le résultat sui¬ 
vant, qui décrit le comportement de l’implication par rapport à la négation. 


Proposition 2. Soient A et B deux assertions. Les équivalences suivantes sont tou¬ 
jours vraies. 
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1 . 

(-.(,4=!. B)) <=> (/1A(-B)). (11) 

« L ’implication A =>■ B est fausse si et seulement si A est vrai et B est faux ». 

2 . 

(a=>B^ (^B =► . ( 12 ) 

« A implique B » est équivalent à « non B implique non A ». 


Démonstration : Nous pourrions démontrer ces équivalences directement à l’aide des 
tables de vérité (nous conseillons au lecteur de le faire). Nous allons plutôt les déduire 
du théorème [TJ Voici la démonstration de la première équivalence. 




B) 



-i((-u4) V B) par définition de l’implication 
—'(—'v4.) A —>B par (8) 

A A ->B par (7). 


Voici la démonstration de la seconde équivalence. 



(-u4) V 

(-.A) V (->(-'£)) 
(-.(-.£)) V (-<A) 

h B ) => 


par définition de l’implication 
par 0 
par g 

par définition de l’implication. 


□ 


L’équivalence (11 ) est la méthode habituelle que l’on utilise pour démontrer qu’une 
implication est fausse : il suffit d’exhiber une situation où A est vraie et B fausse pour 
infirmer l’implication A =>■ B. Par exemple, l’implication « (n ^ 3) =>■ (n | 3) » est 
fausse, car on peut trouver un entier n tel que (n ^ 3) soit vrai et (n|3) soit faux : 2 est 
inférieur ou égal à 3 mais ne divise pas 3. On appelle cela « trouver un contre-exemple ». 


L’équivalence (12) est aussi une technique de démonstration classique. L’implication 
« (~^B) ==>- (-«A) » (« non B implique non A ») s’appelle la contraposée de l’implication 
A =>■ B. Par exemple, la contraposée de « (n > 3) => (n > 2) » est « (n ^ 2) =>■ 
(n ^ 3) ». Il est parfois plus facile pour démontrer une implication de démontrer sa 
contraposée, nous y reviendrons. 


1.2 Ensembles 

Un ensemble peut être vu comme une collection d’objets mathématiques, appelés 
éléments, comme l’ensemble N des entiers naturels. Contentez-vous pour l’instant de 
l’idée intuitive d’un paquet d’éléments possédant une propriété commune, sur lequel on 
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a mis une étiquette rappelant cette propriété. Un ensemble n’est bien défini que si on 
peut dire sans ambiguïté si un élément appartient ou non à l’ensemble. Les sommets 
des Alpes ne forment pas un ensemble (comment décider qu’un endroit particulier est 
un sommet?). Par contre l’ensemble des sommets cotés sur une carte donnée est bien 
défini. Deux ensembles sont égaux si et seulement si ils contiennent les mêmes éléments. 

Le fait qu’un élément x appartienne à un ensemble A se note x e A, et son contraire 
x ^ A (« x n’appartient pas à A »). Par exemple 2 G N (2 appartient à N) et \/2 ^ 
N (racine de 2 n’appartient pas à N). Certains ensembles souvent utilisés ont une 
notation propre, comme l’ensemble N des entiers naturels, l’ensemble M des nombres 
réels, l’ensemble C des nombres complexes. Pour les autres, on utilise une définition, 
que l’on écrit entre accolades pour dire qu’il s’agit de l’ensemble des éléments vérifiant 
cette définition. On peut écrire un ensemble en extension , en donnant la liste de ses 
éléments. Voici deux définitions de l’ensemble des entiers naturels strictement inférieurs 
à 5. 

{ne n < 5} = {0,1, 2, 3,4} . 

Cet énoncé se lit « ensemble des n appartenant à N tels que n < 5 » ou « ensemble des 
entiers strictement inférieurs à 5 ». Voici deux définitions de l’ensemble des diviseurs 
de 12. 

{ne N] n 112} = {1,2,3,4,6,12} . 

On peut aussi définir des ensembles en extension par une liste infinie. Le plus souvent, 
celle-ci se déduit de N. Par exemple l’ensemble des entiers supérieurs ou égaux à 5 : 

{ n e N ; n^5} = {n + 5; ne N } , 

et l’ensemble des entiers pairs : 

{ne N ; 2 | n } = { 2n ; ne N } , 

Les ensembles que nous définirons seront des sous-ensembles ou parties d’un ensemble 
plus grand (comme l’ensemble des entiers N dans les exemples précédents). 

Définition 1. On dit qu’un ensemble A est un sous-ensemble ou une partie d’un 
ensemble E si tout élément de A est aussi élément de E. 

Si A et U sont deux ensembles, on note E\A l’ensemble formé des éléments de E 
qui ne sont pas dans A. 

E\A = {x e E; x A} . 

Lorsque A est un sous-ensemble de E, on dit que E \ A est le complémentaire de A 
dans E. On le note aussi C A lorqu’il n’y a pas d’ambiguïté. 

Si E est l’ensemble de référence (l’ensemble des entiers dans nos exemples), l’en¬ 
semble des parties de E se note V(E). 11 contient toujours E lui-même, ainsi que 
l’ensemble vide, noté 0. Si A est un sous-ensemble (une partie) de E, on dit aussi que 
A est inclus dans E , et on note A C E. On note aussi E E) A pour « E contient A ». 
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Voici l’écriture en extension de P({0,1, 2}), qui est l’ensemble des parties de l’ensemble 
à trois éléments {0,1,2}. 

V({0, 1 , 2 }) = | 0 , { 0 }, { 1 }, { 2 }, { 0 , 1 }, { 0 , 2 }, { 1 , 2 }, { 0 , 1 , 2 }}. 

Un ensemble qui ne contient qu’un seul élément, comme {0}, est un singleton. L’en¬ 
semble 'P({0,1,2}) contient 8 éléments, dont chacun est lui-même un ensemble. 

Il est fréquent (et souvent utile) de passer d’un ensemble A à l’assertion x G A (vraie 
ou fausse). Les connecteurs logiques entre assertions (« non », « et », « ou ») se tra¬ 
duisent par des opérations ensemblistes : complémentaire, intersection, réunion. Nous 
utiliserons cette correspondance comme définition des opérations ensemblistes. 


ensembles 

A, B 

assertions 
(x G A), (x G B) 

complémentaire 

négation (« non ») 

C A 

x G C A •<=>• -i(x G A) •<=>■ x A 

intersection (« inter ») 

conjonction (« et ») 

AUB 

(x G A fl B) <=> ^(x G A) A (x G 5)} 

réunion (« union ») 

disjonction (« ou ») 

AU B 

(x G A U B) ^(x G A) V (x G £)} 


Au travers de ce dictionnaire l’implication 

( x G A) ( x G B), soit (-■ (x G A)) V (x G B) , 

devient x G ( C A U B). Elle est toujours vraie si et seulement si le complémentaire de 
( C A U B), est vide, c’est-à-dire si A est inclus dans B. Les propriétés (x G A) et ( x G B) 
sont équivalentes si les deux inclusions A C B et B C A sont vraies, c’est-à-dire si les 
deux ensembles contiennent les mêmes éléments. On dit qu’ils sont égaux, et on note 
simplement A = B. Pour démontrer que deux ensembles sont égaux, on doit montrer 
que chacun est inclus dans l’autre (tout comme pour démontrer une équivalence, on 
doit montrer les deux implications). 

On déduit du théorème [I] les propriétés suivantes des opérations ensemblistes. Les 
démonstrations constituent un bon exercice de traduction, que nous laissons au lecteur. 
Nous conseillons aussi de remplacer A par {n G N ; n ^ 6}, B par {hgN; 2 | n} et C 
par (n G N ; 3 | n} et d’écrire en extension tous les ensembles du théorème. 

Théorème 2. Soient A, B et C trois ensembles. Les égalités ensemblistes suivantes 
sont toujours vraies. 

• Commutativité : 

^nBj = ^ndj. (13) 

^UBj = ^Udj. (14) 
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• Associativité : 

(a n (B n c 1 )) = f (A n B) n cj . (15) 

^U(BUC)j = |(AUB)Ucj. (16) 

• Distributivité : 

^n(BuL)j = ^nB)u(^nC)j. (17) 

^u(BnL)j = ((AuB)n(^uC)). (18) 

• Complémentaires : soient A et B des parties d’un ensemble E. Alors : 

E\(E\A) = A , (19) 

E \ {A U B) = (E \ A) n {E \ B) , (20) 

E \ {A fl B) = (E \ A) U (E \ B) . (21) 

Nous nous placerons toujours dans le cas où tous les ensembles considérés sont 
des parties d’un ensemble de référence E. Le complémentaire d’une partie A est alors 
implicitement défini comme l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas à A. 
Moyennant cette convention, le résultat d’une opération ensembliste quelconque sur des 
parties de E est encore une partie de E. 11 est commode de visualiser E par un rectangle 
et les sous-ensembles de E par des « patates » hachurées dessinées dans ce rectangle. 
Le résultat s’appelle un diagramme de Venn, plutôt qu’un sac de patates (figure [l]). 
Nous conseillons au lecteur de visualiser les égalités ensemblistes du théorème [2] sur 
des diagrammes de Venn. 



FIGURE 1 - Diagrammes de Venn pour le complémentaire, l’intersection et la réunion. 

11 existe d’autres manières utiles de combiner des ensembles entre eux pour en 
former de nouveaux. Nous utiliserons plusieurs fois le produit cartésien. 
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Définition 2. Soient A et B deux ensembles. On appelle produit cartésien de A par 
B et on note A x B Vensemble des couples formés d’un élément de A et un de B. 

A x B = {(a, b) ; a^A et b^B}. 

Le produit cartésien de A par lui-même se note A 2 . On le généralise à plus de deux 
copies de A en définissant A n comme l’ensemble des n-uplets formés d’éléments de A. 

A 7 ' = { (ai,..., a n ) , (ai G A) A ... A ( a n € A) } . 

Attention, dans un n-uplet, certaines coordonnées peuvent être identiques et l’ordre 
est important. Par exemple, si a et b sont deux éléments distincts de A, les triplets 
(a, b, a) et (a, a, b) sont des éléments distincts de A 3 . 


1.3 Quantificateurs 

Les quantificateurs sont les deux symboles V « quel que soit » et 3 « il existe ». On 
les utilise pour des énoncés du type : 

Vn G N, 3m G N ; n < m . (22) 


Cette formule se lit : quel que soit n appartenant à N, il existe m appartenant à N tel 
que n < m. Soit encore : pour tout entier n, il existe un entier m strictement plus grand 
que n. 11 est crucial de retenir que dans ce cas l’entier m peut dépendre de l’entier n. 
Cette assertion est vraie : pour tout n, le nombre m = n + 1 vérifie bien n < m. 

L’ordre dans lequel on écrit les quantificateurs est très important. Echangeons dans 
(22) les deux quantificateurs. 

3m G N ; Vn G N , n < m . 


Cette assertion se lit : il existe un entier m tel que tout entier n vérifie n < m (ce qui 
est faux). 

Pour écrire la négation d’une assertion comportant des quantificateurs on change 
les V en 3 et les 3 en V, puis on écrit la négation de l’assertion qui suit la liste des 
quantificateurs. Ceci est tout à fait conforme à l’intuition. La négation de « tout les x 
vérifient A » est bien « il existe un x qui ne vérifie pas A ». La négation de « il existe 
un x qui vérifie A » est bien « aucun x ne vérifie A » soit encore « tous les x vérifient 
-i A ». Ecrivons par exemple la négation de l’assertion (22). 


3n G N ; Vm G N, (n ^ m) 


Il existe un entier n supérieur ou égal à tout entier m (ce qui est faux). 

Attention, les quantificateurs ne sont pas toujours distributifs par rapport à « et » et 
« ou ». Par exemple, « il existe un entier supérieur à 7 et inférieur à 6 » (faux) n’est 
pas équivalent à « il existe un entier supérieur à 7 et il existe un entier inférieur à 
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6 » (vrai). De même « tout entier est inférieur ou égal à 6, ou bien supérieur ou égal 
à 7 » (vrai) n’est pas équivalent à « tout entier est inférieur ou égal à 6 ou tout entier 
est supérieur ou égal à 7 » (faux). 

Nous commettrons souvent l’abus de notation consistant à regrouper des quantifi¬ 
cateurs de même nature. Par exemple : 

VneN, Vm G N , m + n G N , 
que l’on pourrait aussi écrire 

V(n, m) G N 2 , m + n G N , 


sera plutôt écrit : 


Vra, m G N , m + n G N . 

(La somme de deux entiers naturels est un entier naturel.) 
Ou encore, 


3n G N, 3m G N ; n + m < 10 , 


deviendra : 


3n, m G N ; n + m < 10 . 

(Il existe deux entiers dont la somme est inférieure à 10.) 

Constatez en la lisant à haute voix que la formule suivante définit bien la divisibilité. 


Vm, n G N, (m | n ) 


3/c G N ; n — km 


1.4 Applications 

Les fonctions et les applications sont des correspondances entre ensembles. Pour 
définir une fonction /, il faut d’abord un ensemble de départ E (la source ) et un 
ensemble d’arrivée F (le but). Il faut ensuite un sous-ensemble T du produit cartésien 
de E x F, c’est-à-dire un ensemble de couples (x,y) où x G E et y G F. L’ensemble T 
s’appelle le graphe de la fonction. La règle de base est qu’un élément de E ne peut pas 
correspondre à deux éléments de F. Ceci s’écrit : 

((Od y) e r) a ((x, c) g r)J =► y = z. 

La donnée de l’ensemble de départ, de l’ensemble d’arrivée et du graphe définit la 
fonction /. Si (x, y) G T, on dit que y est Vimage de x : y = f(x). La notation standard 
pour une fonction est la suivante. 


E 


f 


x 
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f(x) 
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Elle se lit « fonction f de E vers F qui à x associe f{x) ». 

On utilise le plus souvent fonction et application comme des synonymes. En toute 
rigueur une application est une fonction telle que tout élément de l’ensemble de départ 
admet une image (et une seule). Pour une fonction, le sous-ensemble de l’ensemble de 
départ formé des éléments qui ont effectivement une image s’appelle le domaine de 
définition. Dans ce chapitre, nous nous limiterons aux applications. 

Définition 3. Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F. 

1. Soit A un sous-ensemble de E. On appelle image de A par / et on note f(A) 
l’ensemble des images des éléments de A. 

f(A) = {y E F ; 3 xeA,f(x) = y}. 

2. Soit B un sous-ensemble de F. On appelle image réciproque de B par / et on 
note f~ 1 (B) l’ensemble des éléments de E dont l’image appartient à B. 

f-\B) = {xeE ; f{x)eB}. 

Attention à la notation / _1 : elle ne signifie pas que / est inversée. C’est une 
convention pour désigner un sous-ensemble de l’espace de départ. Un élément x de E 
tel que f(x) = y s’appelle un antécédent de y. D’après la définition [3j l’ensemble des 
antécédents de y est / -1 ({?/})• 

Soit E = {0,1, 2, 3} et F = {0,1,2}. Considérons l’application qui à un nombre 
associe le reste de sa division euclidienne par 2 : 0 s’il est pair, 1 s’il est impair. Le 
graphe de cette application est : 

r = {(0,0),(1,1),(2,0),(3,1)}. 

Il est parfois commode de représenter un graphe par un ensemble de flèches entre 
deux diagrammes de Venn (figure [2]). L’image de {0,2} est le singleton {0}. L’image 
réciproque de {1} est {1,3}. L’image réciproque de {2} est l’ensemble vide. 

Soient E , F , et G trois ensembles, / une application de E vers F et g une application 
de F vers G. On définit la composée de / par g , notée g o /, comme l’application de 
E vers G qui à x associe g o ffx) = g(f(x)). Attention à l’ordre des applications dans 
l’écriture g o f : c’est l’ordre inverse des flèches dans le schéma ci-dessous. 

/ 9 

E —» F —» G 

x i—> f(x) i—» g o f(x) = g(f(x)) . 

Définition 4. Soient E et F deux ensembles et f une application de E vers F. On dit 
que f est : 
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Figure 2 - Représentation graphique d’une application de {0,1, 2, 3} vers {0,1, 2}. 

1. injective si tout élément de l’ensemble d’arrivée possède au plus un antécédent 
dans l’ensemble de départ. 

Vx 1} x 2 eE, = f(x 2 )j =^Xi=X 2 . 

2. surjective si tout élément de l’ensemble d’arrivée possède au moins un antécé¬ 
dent dans l’ensemble de départ. 

Vy e F, 3 xe E ; f(x) = y . 

3. bijective si tout élément de l’ensemble d’arrivée possède exactement un anté¬ 
cédent dans l’ensemble de départ. 

Une application bijective, ou bijection, est donc à la fois injective et surjective (voir 
figure [3]) . 


injection surjection 




FIGURE 3 - Représentations graphiques d’une injection, d’une surjection et d’une bi¬ 
jection. 
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Voici comment les applications injectives, surjectives et bijectives se comportent 
vis-à-vis de la composition. La démonstration de cette assertion est laissée au lecteur 
à titre d’exercice. 

Proposition 3. Soient E, F, et G trois ensembles, f une application de E vers F et 
g une application de F vers G. 

1. Si f et g sont injectives alors g o f est injective. 

2. Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective. 

3. Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective. 

4■ Si g o f est injective alors f est injective. 

5. Si g o f est surjective alors g est surjective. 

Si une application de E vers F est bijective, tout élément de F a un antécédent et 
un seul. On peut alors définir l’application réciproque de /, notée / _1 : 

f(x) = y x = f-\y) . 

Si / est bijective, la composée de / par son application réciproque / _1 est l’appli¬ 
cation qui à x associe x, de E vers E. On l’appelle application identique , ou identité. 

f f' 1 

E —> F —> E 

x i—» / (x) i—» f~ 1 of(x) = f- 1 (f(x))=x. 

Les notations pour l’application réciproque et pour l’image réciproque d’une partie de 
l’ensemble d’arrivée F sont liées par la relation : 

= lf~\y )} • 

On prendra garde au fait que si l’image réciproque d’une partie est définie pour toute 
application, l’application réciproque, quant à elle, n’est définie que pour une application 
bijective. 

1.5 Cardinaux 

Nous allons utiliser la notion de bijection pour définir le cardinal d’un ensemble fini. 
Intuitivement, deux ensembles ont le même nombre d’éléments si et seulement si on 
peut définir une bijection entre ces ensembles. Les définitions qui suivent formalisent 
cette intuition. 

Définition 5. Soient E et F des ensembles. On dit que E et F ont le même cardinal 
s’il existe une bijection de E sur F. 

Soient E un ensemble et n un entier. On dit que E est de cardinal n si E et 
{1,..., n} ont le même cardinal. 

Soit E un ensemble. On dit que E est fini s ’il existe un entier n tel que E soit de 
cardinal n. 
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Proposition 4. Soient m et n des entiers. S’il existe une injection 


m} —n} , 


alors m ^ n. 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur m. Si m = 0, la conclusion est vérifiée. 
Supposons le résultat vrai pour m — 1. Soit 

f m} —> {l,...,n} , 

une application injective. Comme / est injective, on a 

f(i) ± /(m) . 

{1,..., n — 1} 

f/(*) si /(*) < /H, 

\/(*) - 1 si /(*) > /M- 

Donc, par hypothèse de récurrence, m — 1 ^ 
n — 1. D’où m ^ n. □ 

Corollaire 2. Soient m et n des entiers. S’il existe une bijection de {l,...,m} sur 
{1,..., n}, alors m = n. 

Démonstration : Notons / une telle bijection. Alors / et / -1 sont injectives et on 
applique la proposition précédente. □ 

Ce corollaire montre que si E est un ensemble de cardinal m et de cardinal n, alors 
m = n. En effet, dans ce cas il existe une bijection f de E sur {1,..., m} et g de E 
sur {1,..., n} et g o f fournit une bijection de {1,..., m} sur {1,..., n}. 

Définition 6. Soit E un ensemble fini. On appelle cardinal de E et on note Card(E) 
l’unique entier n tel que E soit de cardinal n. 

Exemple 1. Si a, b G Z, avec a ^ b, alors 

Card({a, a + 1,..., b — 1, b} — b — a + 1 . 

En effet l’application 

f : {a, ...,&} —¥ {1,..., 6 — a + 1} 
x i—» x — a + 1 


Vf G {1,..., m}, 

On peut donc définir 

g m- 1} — 


L’application ainsi définie est injective. 


est bijective. 
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Proposition 5. Soit E un ensemble fini et X une partie de E. Alors 

a) L’ensemble X est fini ; 

b) Card(X) < Card(F) ; 

c) Si Card(AQ = Card(F), alors X = E. 

Démonstration : Soit n le cardinal de E. Il existe donc une bijection de E sur 
{1,..., n}. L’application obtenue par restriction à X : 

X —> $(X) 
x i—» <L(a;) , 

est également bijective. Quitte à remplacer X par ^(AQ, il suffit de traiter le cas où 
E= {1,..., n}. 

On raisonne alors par récurrence sur le cardinal de E. Si n = 0, alors E — X — 0 
et le résultat est valide. Supposons le résultat démontré pour les ensembles de cardinal 
n — 1, et montrons le pour E = {1,... , n}. Si A" = E , alors CardQA) = Card(F) et les 
assertions a), b) et c) sont vérifiées. Si A" fi E, il nous suffit de montrer que X est fini 
de cardinal inférieur ou égal à n — 1. Mais dans ce cas, il existe i G {1 , ,n} tel que 
i fi X. On considère alors l’application 

/ : {x G E ; x fi i} —> {l,...,n-l} 

{ x si x < i, 
x — 1 si x > i. 

f est bijective, donc Card({a: G E ; x fi i}) — n — 1 et par hypothèse de récurrence X 
est fini et 

CardQA) ^ n — 1 < Card(-E). 

ce qui montre les assertions dans ce cas. □ 

Corollaire 3. Soient E et F des ensembles et f : E —>• F une application. 

Si F est fini et si f est injective, alors 

a) E est fini ; 

b) Card(-E) < Gard (F) ; 

c) / est bijective si et seulement si Card(F) = Card(F). 

Si E est fini et si f est surjective, alors 

a) F est fini ; 

b) Card(F) < Card(F) ; 

c) / est bijective si et seulement si Card(F) = Card(F). 
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Démonstration : Si / est injective, on considère l’application 

g ■ E —y f(E) 
x i—> f(x) 

g est bijective. Donc E et f(E) ont même cardinal. Donc Card(F) = Card(/(.E)) ^ 
Card(F). L’application / est bijective si et seulement si f(E) = F ce qui est équivalent 
à Card(F) = Card(F) par ce qui précède. 

Supposons / surjective, c’est-à-dire telle que 

Vy e F, 3xe E , f(x) = y. 

Donc il existe une application g : F —>■ E telle que 

Vy e F, f(g(y )) = y. 

La composée / o g est l’application identique de F, donc g est injective. On applique 
alors le cas injectif kg. □ 

Rappelons la définition du complémentaire. Soient A et B deux ensembles. On note 
A\B l’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas à B. 

A\ B = {x G A; x B} . 

Si B C A, A \ B est appelé le complémentaire de B dans A. 

Proposition 6. Si A est fini et B C A, alors 

Card(A) = Card(R) + Card(A \ B). 


Démonstration : Par la proposition [5j on sait que B et A \ B sont finis. Notons p le 
cardinal de B et q le cardinal de A \ B. Il existe donc des bijections 


et 

L’application 


: B —> {1, - - - ,P} 


^ 2 -A\B —> {p + 1 ,...,p + q} 


$ : A 


x 


p+ q} 

<3>i(x) si x e B, 
<Ê> 2 (:e) si x G A \ B 


est bijective donc Card(A) = p + q. 


□ 


Proposition 7. Soient A un ensemble fini, r un entier et (^4j)ig{i,...,r} une famille de 
parties de A telle que 
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i. A = Ai U • • • U A r ; 

ii. Vi, j G {1,..., r}, i ± j =► AiV\Aj = 0 
Alors 

r 

Card(A) = ^ Card(Aj). 

2=1 

Démonstration : On raisonne par récurrence sur r. 

Si r = 1, A = Ai et le résultat est vrai. Si c’est vrai pour r — 1, par hypothèse de 
récurrence, appliquée à l’ensemble Ai U • • • U A r _i, on a 


r— 1 

Card(Ai U • • • U A r _i) = X] Card(Aj). 

2=1 

Mais A r = A \ (Ai U • • • U A r _i). Donc 

r—1 

Card(A) = Card(A r ) + X] Card(Aj) 

2=1 

ce qui prouve le résultat pour r. □ 

Définition 7. Soit E un ensemble fini et soit (À e ) e£ e une famille de nombres réels (ou 
complexes) Soit $ : {1,..., n} —* E une bijection. La sornme 

Tl 

XI 

2=1 

ne dépend pas du choix de <L, on la note 'fZeeE^e- 

Exemple 2. Ainsi Card(E) = 1- 

On peut définir de même le produit liées -^e- 

Corollaire 4 (Principe des bergers). Soient E un ensemble fini et F un ensemble. Soit 
f : E —>• F une application, alors f(E) est fini et : 

Gard (E)= X Card(/“'({y})) . 

yef(E) 

Démonstration : L’application g : E —> f(E) définie par g(x) = f(x) pour tout x de E 
est surjective. Par conséquent, f(E ) est fini. Soit m = Card(/(E)). On fixe donc une 
bijection 

On applique alors la proposition à la famille (/~ 1 ({ < L(i)}))ig{i,..., r n} de parties de E. □ 
Proposition 8. Soient E et F des ensembles finis, alors : 
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a) Card(F x F) = Card(£’)Card(F) ; 

b) Card(F F ) = Card(£) Card ( F ) ; 

c) Card(P(F)) = 2 Card ( E ). 

Démonstration : Pour a), on considère l’application surjective / : E x F —>■ F qui 
applique (x, y) sur y et on applique la proposition précédente, en notant que pour tout 
y de F, l’application 

E —► r\{y}) 

x I—> (x,y) 

est bijective. 

Pour b), on raisonne par récurrence sur Card(F) en considérant pour tout x E F 
l’application 

E f —> e f ~w 
9 1 —> 9\f-{x}- 

Pour c), on vérifie que l’application de V(E) sur {0,1} F qui envoie une partie A 
sur l’application 

1 a -.E—ï {0,1} 

f 1 si x G A, 
x i—» < 

1 0 sinon. 

est bijective. □ 

1.6 Relations 

Dans ce cours, une relation 1Z établit une correspondance entre deux éléments d’un 
même ensemble. Elle est définie par l’ensemble E sur lequel elle opère, et par son 
graphe T, qui est un sous-ensemble du produit cartésien E x E. Le fait qu’un couple 
(x, y) appartienne au graphe T est noté xTZy ( x est en relation avec y). Considérons 
par exemple la relation « divise » sur l’ensemble E = {1, 2,3,4, 5, 6}. Son graphe est : 

P — { (1,1), (1, 2), (1, 3), (1,4), (1, 5), (1, 6), 

(2, 2), (2,4), (2, 6), (3,3), (3, 6), (4,4), (5, 5), (6, 6) } . 

Ses éléments sont visualisés par des flèches sur la figure [4j 

Les propriétés intéressantes que l’on attend d’une relation sont les suivantes. 

Définition 8. On dit qu'une relation 1Z sur un ensemble E est : 

1. réflexive si tout élément est relié à lui-même 

\/x G E , xTZx ; 

2. symétrique si x relié à y entraîne que y est relié à x 

Vx,y E E, (xlZy) =>• {yUx) ; 
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Figure 4 - Représentation graphique de la relation « divise » sur {1, 2, 3,4, 5, 6}. 

3. anti-symétrique si x relié à y et y relié à x entraînent x = y 

Wx,y e E, {[xTly) A ( yTlx^x = y] 

4- transitive si quand x est relié à y et y à z alors x est relié à z 

Wx, y,z G E , xlZy ) A (yTlz^j ==> xTlz . 

Les relations servent à traduire mathématiquement des comparaisons entre éléments 
d’un même ensemble. Ces comparaisons peuvent être de deux types. 

• x a le même ... que y (la même valeur, la même image par une fonction... ) : 
c’est une relation d'équivalence. 

• x est plus ... que y (plus petit, plus grand, plus tôt... ) : c’est une relation 
d'ordre. 

Définition 9. Soit 1Z une relation sur un ensemble E. 

1 . On dit que 1Z est une relation d’équivalence si elle est à la fois réflexive, 
symétrique et transitive. 

2. On dit que Tl est une relation d’ordre si elle est à la fois réflexive, anti¬ 
symétrique et transitive. 

Voici des exemples de chacun des deux types de relations. 

Notre premier exemple de relation d’équivalence est la congruence des entiers. Soit 
p un entier strictement positif fixé. Définissons la relation Tl sur N par : 

Vm, n G N , frnTln\ •<=>■ (p \ (m — n)\ 
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On dit que m et n sont congrus modulo p et on note « m = n modulo p ». Il est facile de 
vérifier que la congruence modulo p est réflexive, symétrique et transitive. Les nombres 
pairs sont tous congrus à 0 modulo 2, les nombres impairs sont congrus à 1. Vérifiez sur 
votre agenda, où les jours de l’année sont numérotés, que tous les lundis sont congrus 
entre eux modulo 7. 

Pour notre deuxième exemple de relation d’équivalence, nous allons revenir sur la 
notion de cardinal d’un ensemble. Soit E un ensemble et V(E) l’ensemble de ses parties. 
Définissons la relation Tl sur V(E) qui relie deux parties A et B s’il existe une bijection 
de A vers B. Cette relation est : 

• réflexive : l’application identique est une bijection de E vers lui-même, 

• symétrique : si / est une bijection de A vers B alors l’application réciproque 
/~ 1 est une bijection de B vers A, 

• transitive : si / est une bijection de A vers B et g est une bijection de B vers 
C, alors g o / est une bijection de A vers C. 

Le cardinal est la propriété commune que possèdent deux parties reliées par cette 
relation d’équivalence. Il caractérise leur classe d'équivalence. 

Définition 10. Soit E un ensemble et Tl une relation d'équivalence sur E. Pour tout 
élément x de E, la classe d’équivalence de x pour Tl est l’ensemble, noté dn(x) de 
tous les éléments de E auxquels x est relié. 

c ^O) = {y eE ,xTly} . 

L’ensemble des classes d’équivalence s’appelle ensemble quotient de E par Tl, et il est 
noté E/Tl. 

Théorème 3. Deux classes d’équivalence sont égales ou bien disjointes. 

Démonstration : Soient x et y deux éléments de E. Ces deux éléments sont reliés ou 
ils ne le sont pas : nous distinguons les deux cas. 

1. Si x est relié à y. 

Nous allons démontrer que les deux classes sont égales. Soit z un élément de 
dnii/). Par définition d’une classe d’équivalence, yTlz. Comme xTly et yTlz, 
d’après la transitivité, xTZz. Nous venons de montrer que tout élément de d-jiijj) 
appartient aussi à dn(x). Donc ( 2 /) C d-ji(x). Comme la relation est symé¬ 
trique, y est relié à x. Donc ce qui précède s’applique en permutant x et y. Donc 
d-ji{x) C d-ji(y). Comme les deux inclusions sont vraies, les deux classes sont 
égales. 

2. Si x n’est pas relié à y. 

Nous allons démontrer que l’intersection des deux classes est vide. D’après la 
transitivité, pour tout z E E, l’implication suivante est vraie. 

(^(xTZz) A (zTly)^j ==>- (xTZy) . 
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Donc si xlZy est fausse, alors l’une des deux relations xlZz, zTZy est fausse. Donc 
un élément 0 de E ne peut pas appartenir à la fois à d^x) et à dn(y) : leur 
intersection est vide. 

□ 

Tout élément de E appartient à sa propre classe d’équivalence car la relation est 
réflexive, et à aucune autre d’après le théorème précédent. On dit que l’ensemble des 
classes d’équivalences constitue une partition de E (figure [5]). 

Définition 11. Soit E un ensemble et P C V(E) un ensemble de parties de E. On 
dit que P est une partition de E si tout élément de E appartient à un et un seul des 
éléments de P. 



FIGURE 5 - Représentation graphique d’une relation d’équivalence. Partition en classes 
d’équivalence. 

Considérons la relation de congruence modulo p sur Z. La classe d’équivalence de 
0 est l’ensemble des multiples de p, la classe d’équivalence de 1 est l’ensemble de tous 
les entiers n tels que n — 1 est un multiple de p. .. : 

Vf G {0,... ,p — 1} , dn(i) = {i + rip , n G Z} . 

L’ensemble quotient est formé de ces p classes d’équivalence. 

Considérons maintenant la relation d’équivalence Tl sur "P(N) qui relie deux en¬ 
sembles d’entiers s’il existe une bijection de l’un vers l’autre. La classe d’équivalence de 
{1 ,,n} contient toutes les parties de N qui ont n éléments. Pour m 7 ^ n les classes de 
{ 1 ,..., m} et { 1 ,..., n} sont disjointes, car il n’existe pas de bijection entre { 1 ,..., m} 
et {1,... ,n}. L’ensemble quotient de V(N) par la relation 7 1 est en bijection avec N. 

Passons maintenant aux relations d’ordre. L’ordre le plus naturel est celui des 
nombres entre eux. Observons que « < » et « > » ne sont pas réflexives. Par contre 
« ^ » et « ^ » sont bien des relations d’ordre. Si deux éléments sont reliés par une 
relation d’ordre, on dit qu’ils sont comparables. Si tous les éléments sont comparables 
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deux à deux, on dit que l’ordre est total. C’est le cas pour « ^ » et « ^ » mais pas pour 
la relation « divise » sur N, qui est une relation d’ordre partiel. Si E est un ensemble, 
l’inclusion est une relation d’ordre partiel sur V(E). 

Voici un autre exemple. Supposons que E soit un alphabet, pour lequel on a choisi 
un ordre total, noté V : l’alphabet latin dont les lettres sont rangées de « A » à « Z », 
E = {0,1} avec 0^1, etc... Les éléments de E n sont des n-uplets de lettres, donc 
des mots de longueur n. Comment les ranger? On peut bien sûr définir une relation 
d’ordre coordonnée par coordonnée : 

(xi,..., x n )TZ(yi,..., y n ) ^(xi <; yi) A ... A (x n ^ ySj . 

C’est bien une relation d’ordre, mais il n’est que partiel. On obtient un ordre total en 
donnant la précédence à la première coordonnée, puis à la seconde en cas d’égalité sur 
la première, etc... 

(x 1 ,...,x n )'R(y 1 ,...,y n ) <=> 

((xi < 2/i) V ((xi = yi) A (x 2 < y 2 )) V ... V 
((xi = î/i) A ... A (x n -1 = y n - 1) A (x n < y n )) A 
((xi = yi) A ... A (x n = y n ))J . 

L’ordre est maintenant total. Compliqué ? Pas tellement : c’est l’ordre dans lequel les 
mots sont rangés dans un dictionnaire : on l’appelle ordre lexicographique. 

1.7 Raisonnements 

Il ne s’agit pas de proposer ici une théorie du raisonnement mathématique. Nous 
allons simplement donner quelques exemples de démonstrations, pour illustrer trois 
types de raisonnements : par contraposée, par l’absurde et par récurrence. 

Raisonnement par contraposée 

Il consiste, plutôt que de démontrer l’implication A ==>• B, à démontrer sa contraposée 
(-i B) ==>- (-«A). Il est difficile de donner une règle générale d’utilisation de ce raison¬ 
nement. Lin bon conseil avant de se lancer dans la démonstration d’une implication, 
est d’écrire d’abord sa contraposée. Avec un peu d’expérience, on arrive vite à sentir 
laquelle des deux est la plus facile à démontrer. Si le résultat désiré est B , on cherche 
les conséquences de ->B pour arriver aux bonnes hypothèses. Notre premier exemple 
est un résultat facile, mais très utile. 

Proposition 9. Soit x un nombre réel tel que pour tout e > 0, x ^ e. Alors x ^ 0. 
Démonstration : Nous devons démontrer l’implication : 
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Ecrivons sa contraposée : 

(x > 0) =>• > 0 ; x > e 

« Si x est strictement positif, alors il existe e > 0 tel que x > £ ». C’est vrai : il suffit 
de choisir e = x/2. □ 

Comme deuxième exemple, nous allons reprendre un des points de la démonstration 
du théorème [3} 

Proposition 10. Soit 1Z une relation d'équivalence sur un ensemble E. Soient x et y 
deux éléments de E qui ne sont pas reliés. Alors l’intersection des deux classes d’équi¬ 
valence de x et y est vide. 

Démonstration : L’implication que nous devons démontrer s’écrit formellement : 

xTZy) => (cfe(x) fl d n (y) = 0) . 



Sa contraposée est : 

(cl^(x) C d n (y) / 0) => (xTZy) . 

Soit z un élément de cl^(x) fl cln(y) (il y en a au moins un car l’intersection est non 
vide. Par définition des classes d’équivalence, x est relié h z, et z est relié à y. Par 
transitivité, x est relié à y. □ 

Raisonnement par l’absurde 

Il consiste à démontrer une assertion en vérifiant que sa négation conduit à une contra¬ 
diction avec les hypothèses. Dans certains cas il se distingue mal du raisonnement par 
contraposée : si A désigne la conjonction des hypothèses et B la conclusion, nier B 
et aboutir à une contradiction, revient à démontrer —>A à partir de -i B, ce qui est la 
contraposée de A =>- B. 

Notre premier exemple est dû à Euclide. 

Proposition 11. Il existe une infinité de nombres premiers. 

Démonstration : Supposons qu’il n’en existe qu’un nombre fini, et soit N le plus grand 
d’entre eux. Considérons le nombre P = N\ + 1. Il est strictement supérieur à N, donc 
il n’est pas premier, par définition de N. Si on effectue la division euclidienne de P 
par un nombre quelconque entre 2 et IV, le reste est 1, par définition de la factorielle 
(produit de tous les entiers de 1 à N). Donc le nombre P n’est divisible par aucun 
nombre entre 2 et N donc par aucun nombre premier : il est donc premier, d’où la 
contradiction. □ 

Voici un autre résultat classique. 

Proposition 12. Le nombre a/2 est irrationnel. 
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Démonstration : Un nombre rationnel est le quotient de deux entiers ; un nombre 
irrationnel n’est pas rationnel. Nous devons donc démontrer que a/ 2 n’est pas le quotient 
de deux entiers. Supposons le contraire : il existe deux entiers p et q tels que y/2 = p/q. 
Quitte à simplifier la fraction, nous pouvons supposer que p et q n’ont pas de facteur 
commun. Multiplions par q et élevons au carré : 

2 q 2 = p 2 . 

Le nombre p 2 = 2 q 2 est pair, donc p est également pair. Mais si p est pair, alors p 2 est 
multiple de 4. Donc q 2 est multiple de 2, donc q est pair. Mais alors 2 est un facteur 
commun à, p et q, ce qui est une contradiction. □ 

Pour notre troisième exemple, nous revenons encore une fois sur : 

Deux classes d’équivalence sont égales ou bien disjointes. 

Comparez la démonstration qui suit avec celle du théorème [3] et de la proposition 

Démonstration : L’assertion A est l’hypothèse : 1Z est une relation d’équivalence. 
L’assertion B est la conclusion, que l’on peut écrire de manière formelle comme suit. 

Vï, 2 /eL, (d n (x) = d n (y)) v (cl^(x) n d n (y) = 0) . 

La négation de B s’écrit : 

y G E , (cbe/c) / c ln(y)) A (cl^(x) fl d n (y) / 0) . 

Soit encore : il existe deux éléments x et y tels que les classes d-ji(x) et dn(y) ne soient 
ni égales ni disjointes. Si c’est le cas, il existe un élément z qui est dans l’une et pas 
dans l’autre, et un élément t qui est dans les deux. Supposons que 0 soit dans cl^x), 
mais pas dans dn(y). Donc xlZz, donc zTZx, car 7 Z est symétrique. Mais aussi xlZt et 
tlZy car t appartient aux deux classes de x et y. Donc puisque 1Z est transitive, zlZy. 
Donc z est dans la classe de y , ce qui est une contradiction. □ 

Raisonnement par récurrence 

Pour démontrer qu’une assertion H(n) dépendant d’un entier n est vraie pour tout 
n G N, on démontre : 

1. H( 0) « initialisation », 

2. Vn G N, H{n) H(n + 1) « hérédité ». 

L’assertion H{n ) est l'hypothèse de récurrence. 11 peut se faire qu’elle ne soit vraie que 
pour n ) 1 ou n ) 2, auquel cas, on la démontre pour la plus petite valeur pour 
laquelle elle est vraie. Voici la démonstration d’une formule à connaître : 

Proposition 13. Pour tout entier n ^ 1, la somme des entiers de 1 àn vautn(n+ 1)/2. 
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Démonstration : L’hypothèse de récurrence est : 


H (ri) 


H k 


k= 1 


n(n + 1) 
2 


1. Initialisation. Pour n — 1 : 


5> = 1 

k =1 


1(1 + 1 ) 

2 


2. Hérédité. Soit n un entier quelconque. Supposons que H(ri) est vraie. Ecrivons : 

n +1 / n \ 

E k = Z k + ( n + !) • 

fc=i \fc=i / 

En appliquant H (ri), on obtient 

(FG \ , . n(n + 1) 

k J + ( n + !) =-^—' + ^ n + ’ 

Le membre de droite s’écrit 

n(n + 1) (n + l)(n + 2) 

2 + ^ + ' 2 
Nous avons donc démontré que 

« 1 k = («+!)(«+ 2) _ 

fc=l ^ 

c’est-à-dire que H(n + 1) est vraie. 

□ 


On peut être amené, pour démontrer H(n + 1) à utiliser H(m) pour m G {0,... ,n}, 
ce qui ne change rien au principe de la récurrence. 

Vn G N, ^ (Vm G {0,..., n} , H(m) ) =)> iL(n + 1)^ . 

Pour deviner quelle est la bonne hypothèse H (ri), on doit souvent essayer plusieurs 
valeurs successives de n : n — 0, puis n = 1, n = 2,... C’est parfaitement inutile 
pour la démonstration. Attention, ce n’est pas parce qu’une propriété est vraie pour 
quelques valeurs de n qu’elle est vraie pour tout n. Voici deux exemples. 

1. Les nombres 31, 331, 3 331,..., 33 333 331 sont tous premiers. Mais 333 333 331 = 
17 x 19 607 843 ne l’est pas. 

2. Pour toutes les valeurs de n allant de 0 à 39, le nombre n 2 + n + 41 est premier. 
Mais le nombre 40 2 + 40 + 41 = 41 2 ne l’est pas. 
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2 Entraînement 

2.1 Vrai ou faux 

Vrai-Faux 1 . Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont faus¬ 
ses et pourquoi ? 


1. 

K 

(2 < 3) A (2 4). 



2. 

□ 

(2 < 3) A (2 5). 



3. 

K 

(2 < 3) V (2 5). 



4. 

K 

(2 < 3) A (-i(2 5)). 



5. 

□ 

( _l (2 < 3)) V (2 5). 



6. 

K 

((2 < 3) A (2 | 4)) V 

(3 16). 


7. 

K 

((2 < 3) A (2 | 4)) V 

(3 | 5). 


8. 

□ 

((2 < 3) A (2 | 4)) A 

(3 | 5). 


9. 

K 

((2 < 3) A (2 5)) V 

((316) A 

(3 < 6)) 

10. 

□ 

((2 < 3) A (2 5)) V 

((316) A 

(3 > 6)) 


Vrai-Faux 2. Soit n un entier naturel quelconque. Parmi les implications suivantes, 
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 

(■n > 3). 

(■n > 6 ). 

(■n ^ 6 ). 

( 2 |«). 

(n|2). 

(n 2 = n). 

(2 n > n). 

(2 n > n). 

((n + 1) > n). 

Vrai-Faux 3. Soit n un entier naturel quelconque. Parmi les équivalences suivantes, 
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 

1. Kl (■n ^ 5) •<=>■ (■n > 4). 

2. □ (n ^ 5) <t=>- (n ^ 4). 

3. □ ((n > 5) A (■n | 12)) <*=*► (n = 6). 

4. K ((n > 6) A (n 112)) (n = 12). 

5. K ((3 | n) A (4 | n)) (12 | n). 


1. K (■n ^ 5) 

2. □ (n ^ 5) 

3. □ (■n > 5) 

4. K (■n < 1) 

5. □ (■n < 1) 

6. K (■n < 2) 

n > 0) 

□ (■n ^ 0 ) 
K (■n ^ 0) 


7. K (r 
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6. □ ((3 | n) A (4 | n)) (n 112). 

7. □ ((n | 3) V (n | 4)) (n 112). 

Vrai-Faux 4. Parmi les assertions suivantes, portant sur un entier naturel n, lesquelles 
sont des conditions suffisantes pour que n soit pair, lesquelles ne le sont pas et pourquoi ? 

1. □ n ^ 2. 

2. Kl (n ^ 2) A (~'(n = 1)). 

3. K 12 | n. 

4. □ n 112. 

5. K (n 112) A (n > 3). 

6. □ (n 112) V (n| 10). 

7. □ (n| 12) A (n| 10). 

8. K (n 116) A (■n > 1). 

9. K (n 116) A ( _ '(n 2 = n)). 

Vrai-Faux 5. Soit n un entier quelconque. Parmi les phrases suivantes, lequelles tra¬ 
duisent correctement l’implication 

(4 | n) =>• (2 | n) , 

lesquelles ne la traduisent pas et pourquoi ? 

1. K Si 4 divise n alors 2 divise n. 

2. □ 2 divise n seulement si 4 divise n. 

3. □ Pour que 2 divise n il faut que 4 divise n. 

4. K Pour que 2 divise n il suffit que 4 divise n. 

5. K la condition « 2 divise n » est nécessaire pour que 4 divise n. 

6. □ la condition « 4 divise n » est nécessaire pour que 2 divise n. 

7. K la condition « 4 divise n » est suffisante pour que 2 divise n. 

Vrai-Faux 6. Parmi les phrases suivantes, lesquelles traduisent correctement l’équiva¬ 
lence 

((3 | n) A (4 | n)) <=> (12 | n) , 
lesquelles ne la traduisent pas et pourquoi ? 

1. K Si 3 et 4 divisent n alors 12 divise n et réciproquement. 

2. □ Pour que 12 divise n il faut que 3 et 4 divisent n. 

3. K Pour que 12 divise n il faut et il suffit que 3 et 4 divisent n. 

4. K Pour que 12 divise n il est nécessaire et suffisant que 3 et 4 divisent n. 

5. □ 12 divise n seulement si 3 et 4 divisent n. 
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6. Kl 12 divise n si et seulement si 3 et 4 divisent n. 

Vrai-Faux 7. Si je mange, alors je bois et je ne parle pas. Si je ne parle pas alors je 
m’ennuie. Je ne m’ennuie pas. Je peux en déduire que (oui ou non et pourquoi) : 

1. K je parle. 

2. □ je ne parle pas. 

3. □ je ne bois pas. 

4. K je ne mange pas. 

5. □ je ne bois pas et je ne mange pas. 

Vrai-Faux 8. Parmi les assertions suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont faus¬ 
ses, et pourquoi? 

1. K Si Napoléon était chinois, alors 3 — 2 = 2. 

2. □ Soit Cléopâtre était chinoise, soit les grenouilles aboient. 

3. K Soit les roses sont des animaux, soit les chiens ont 4 pattes. 

4. K Si l’homme est un quadrupède, alors il aboie. 

5. □ Les roses ne sont ni des animaux, ni des fleurs. 

6. K Paris est en France ou Madrid est en Chine. 

7. K La pierre ponce est un homme si et seulement si les femmes sont des sardines. 

8. K Les poiriers ne donnent pas des melons, et Cléopâtre n’était pas chinoise. 

9. K II est faux que si les grenouilles n’aboient pas alors 3x2 = 7. 

10. □ Si les champignons sont des animaux ou le Cid était espagnol, alors la longueur 
d’une circonférence est le double de son rayon. 

11. K Line condition nécessaire et suffisante pour que dans un jeu de 40 cartes il y 
ait 45 as est que le cuir soit végétal. 

Vrai-Faux 9. Soient A,B,C trois sous-ensembles d’un ensemble E. L’ensemble 
((A U B) fl C) U ((A fl B) fl XJ) est-il (oui ou non et pourquoi) ? 

1. □ égal à E. 

2. □ inclus dans A fl B. 

3. K inclus dans A U B. 

4. K inclus dans A U C. 

5. □ inclus dans A fl C. 

6. K inclus dans (A fl C) U B. 

7. □ inclus dans ( A fl C C) U B. 

8. K égal à (A fl B) U (B fl C) U (A fl C). 
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Vrai-Faux 10. Parmi les ensembles d’entiers suivants, lesquels sont égaux au singleton 
{0}, lesquels sont différents et pourquoi? 


1. 

□ 

{ n 

G 

N; 

n ^ 1}. 

2. 

K 

{ n 

G 

N; 

n < 1}. 

3. 

K 

{ n 

G 

N; 

(n ^ 1) A (2 n ) }. 

4. 

□ 

{ n 

G 

N; 

1 + n > 0 }. 

5. 

K 

{ n 

G 

N; 

1 + n = 1}. 

6. 

K 

{ n 

G 

N; 

Vm G N , n ^ m } 

7. 

□ 

{ n 

G 

N; 

Vm G N , n < m } 

8. 

□ 

{ n 

G 

N; 

Vm G N , n m }. 

9. 

K 

{ n 

G 

N; 

Vm G N , m \ n }. 


Vrai-Faux 11. Lin entier est un nombre premier s’il est non nul et divisible seulement 
par 1 et par lui-même. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont égaux à l’ensemble 
des nombres premiers, lesquels sont différents et pourquoi ? 

1. □ { n G N ; (n > 0) A ((m | n ) =>• (m = n )) }. 

2. 123 { n G N ; (m | n ) ==>- (m G {1, n}) }. 

3. □ { n G N ; (m | n) =>- (1 ^ m ^ n) }. 

4. □ { n G N ; Vm G N , ((m = 1) V (m = n)) A (-i(m | n)) }. 

5. Kl { n G N ; Vm G N , ((m = 1) V (m = n)) V (->(m | n)) }. 

6. □ { n G N ; Vm G N , (1 < m < n) =>- (-<(m | n)) }. 

7. K { n G N ; Vm G N , (n > 0) A ((1 < m < n) ==>- (->(m | n))) }. 

Vrai-Faux 12. Soient E et F deux ensembles et / une application de E vers F. Parmi 
les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ? 

1. □ Si / est injective alors tout élément de E a plus d’une image dans F. 

2. K Si / est injective alors tout élément de F a au plus un antécédent dans E. 

3. □ Si / est surjective alors tout élément de F a plus d’un antécédent dans F. 

4. □ Si / n’est pas bijective alors au moins un élément de F n’a pas d’antécédent. 

5. K Si / n’est pas injective alors il existe deux éléments distincts de F ayant la 
même image. 

Vrai-Faux 13. Soient F et F deux ensembles finis et / une application de F vers 
F. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et 
pourquoi ? 

1. □ Si Card(F) > Card(F) alors / est surjective. 

2. K Si Card(F) > Card(F) alors / n’est pas injective. 
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3. □ Si Card(F) = Gard (F) alors / est bijective. 

4. Kl Si Card(F) = Gard (F) et si / est surjective, alors / est bijective. 

5. □ Si Card(F) ^ Card(F) alors / est injective ou surjective. 

6. K Si Card(F) = Card(F) et si / n’est pas surjective, alors / n’est pas injective. 

7. K Si Card(F) = Card(F) et si / n’est pas injective, alors / n’est pas surjective. 

Vrai-Faux 14. Soit F = {0,1,2}. Les graphes suivants définissent-ils une relation d’é¬ 
quivalence sur F (oui ou non et pourquoi) ? 

1. nr = {(o,o),(o,i),(i,o),(i,i)}. 

2. k r = {(o, o), (0,1), (1, 0), (1,1), (2, 2) }. 

3. □ r = { (0, 0), (0,1), (1, 0), (1,1), (1, 2), (2, 2) }. 

4. □ r = { (0, 0), (0,1), (1, 0), (1,1), (1, 2), (2, 1), (2,2) }. 

5. K r = { (0, 0), (0,1), (0, 2), (1, 0), (1,1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2) }. 

Vrai-Faux 15. Soit F = (0,1,2}. Les graphes suivants définissent-ils une relation d’or¬ 
dre sur F (oui ou non et pourquoi) ? 

1. k r = { (0, 0), (0,1), (1,1), (2, 2) }. 

2. □ r = { (0, 0), (0,1), (1, 0), (1,1), (2, 2) }. 

3. K T = { (0, 0), (0,1), (0, 2), (1,1), (2, 2) }. 

4. □ T = { (0, 0), (0,1), (1,1), (1, 2), (2, 2) }. 

5. K r = { (0, 0), (0,1), (0, 2), (1,1), (1, 2), (2, 2) }. 


Vrai-Faux 16. Soient F un ensemble fini non vide et x un élément fixé de F. Les 
relations TZ définies par les assertions suivantes sont-elles des relations d’équivalence 
sur F (F) (oui ou non et pourquoi) ? 


1. 

K 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 

2. 

□ 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 

3. 

□ 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 

4. 

K 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 

5. 

□ 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 

6. 

K 

WA, B 

G F(F) , 

ATZB 


A 


B. 


A <z B. 


(A n B = 0). 

^(4nfi = 0)V(4UB/|)j. 
(x e A U B). 

((x g A n B) v (x g C A n C B)) 


Vrai-Faux 17. Soient F un ensemble fini contenant au moins deux éléments, et x un 
élément fixé de F. Les relations TZ définies par les assertions suivantes sont-elles des 
relations d’ordre sur F (F) (oui ou non et pourquoi) ? 

1. K WA, B G F(F) , ATZB A = B. 

2. K WA, B G F(F) , ATZB AcB. 
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3. □ WA, B G V(E) , 

4. DVA,Be V{E) , 

5. K \/A, B G V{E) , 


A1ZB (xe(An c B)). 

A1ZB •<=>■ (xe(Au c B)). 

AlZB <*=* = B) y (x g An c 5)j. 


Vrai-Faux 18. Soit H{n) un énoncé dépendant de l’entier n. Les assertions suivantes 
entraînent-elles que H{n) est vraie pour tout n G N (oui ou non et pourquoi) ? 

1. Kl H{ 0) A (\/n G N, H(n) => H(n + 1)). 

2. □ H( 1) A (\/n G N, H(n) => H(n + 1)). 

3. □ H( 0) A (\/n G N, H(n + 1) =* H(n)^j. 

4. □ H( 0) A (\/n G N, H(n) => H(n + 2)^. 

5. K H( 0) A (Vn G N, H(n) => H(n + 2)) A (Vn G N, H(n + 1) ==► H(n)j. 

6. □ H( 0) A (\/n G N, H(n) => H{2n) S j A (Vn G N, H(n + 1) ==► H(n)^. 

7. K (ZL(0) Aiï(l)) A ^Vn G N, H(n) => H(2n)^j A (\/n G N, H(n+ 1) =► 


2.2 Exercices 

Exercice 1. Soient A,B,C trois assertions. Pour chacune des assertions suivantes : 


(a A 

(dV(BA C)) 
=► hB)j 
(n(AVB)) ==► C 
(A A {~'B)) ==► C 



1. Ecrire sa négation. 

2. Traduire l’assertion et sa négation en langage courant, en remplaçant A par « je 
mange », Z? par « je bois » et C par « je fume ». 

Exercice 2. Soient A, B et C trois assertions. Démontrer que les équivalences suivantes 
sont toujours vraies, d’abord à l’aide des tables de vérité, ensuite en utilisant les opéra¬ 
tions entre connecteurs logiques. Traduire chacune des assertions en langage courant, 
en remplaçant A par « je mange », B par « je bois » et C par « je fume ». 
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1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 


(A =*• (B =*• C)) « ( 
((Ufi)^c) ^ ((A 
((AAB)=>c) ^ ({A 
(/!=*• (B AC)) «=> ((A 
(a=s.(BVC)) ^ ((A 


(TL A B) 

=>C) 

=>C) 

=>B) 

=>B) 



A (B 

V (5 
A (A 

V (A 



Exercice 3. On introduit un nouveau connecteur logique, dit barre de Scheffer, noté 
dont la table de vérité est la suivante : 


A 

B 

A\B 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

F 


1. Donner une expression de A\B en utilisant les connecteurs usuels : -i, V, A. 

2. Montrer que tous les connecteurs peuvent être remplacés par ce seul connecteur, 
en exprimant ->A, A V B, A A B et A ==>- B en utilisant seulement la barre de 
Scheffer et, si nécessaire, des parenthèses. 


Exercice 4. On considère les quatre assertions suivantes : 

• F : je fume, 

• B : je bois, 

• J : je mange du jambon, 

• M : j’ai des moustaches. 

Exprimer sous forme symbolique les phrases suivantes : 

1. Je fume et je bois, mais je n’ai pas de moustache. 

2. Quand je fume, je ne bois pas. 

3. Chaque fois que je mange du jambon, je ne fume pas mais je bois. 

4. Si je mange du jambon ou si je bois, alors je ne fume pas. 

5. Il suffit que j’aie des moustaches pour que je mange du jambon. 

6. Il faut que je mange du jambon et que je boive pour que je fume. 

7. Une condition nécessaire pour que je boive et que je fume est que je mange du 
jambon. 

8. Je fume et je bois, si et seulement si je mange du jambon ou j’ai des moustaches. 

9. De deux choses l’une : soit je bois et je mange du jambon, soit si j’ai une 
moustache alors je ne fume pas. 
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En supposant que les valeurs de vérité respectives de F, B, J, M sont V, V, F, V, trouver 
les valeurs de vérité des phrases précédentes. 

Exercice 5. Exprimer sous forme symbolique les raisonnements suivants et vérifier 
qu’ils sont corrects. 

1. Si je vais à Londres, j’irai aussi à Oxford. Soit je vais à Londres, soit je dépense 
mon argent à autre chose. Si je vais à Oxford, je verrai John. Si je dépense mon 
argent à autre chose, je verrai John. Donc je verrai John. 

2. Si j’ai de l’argent ou si je bois du vin alors je chante en me rasant et je suis 
content. Donc je n’ai pas d’argent ou bien je chante en me rasant. 

3. Soit je mange, soit je bois, et si je mange je ne fume pas. Comme je ne bois pas, 
je ne fume pas. 

4. Si Pierre est marié, alors Jean est marié, et si Jean est marié, alors Louis l’est 
aussi. De plus, soit Jean est célibataire, soit il est marié et Louis est célibataire. 
Donc Pierre est célibataire. 

5. Si on ne danse pas, je m’asseois. Si je m’asseois, je bois et je fume. Si on danse 
je m’amuse. Or je m’ennuie. Donc je fume. 

6. Si je ne m’asseois pas, je bois. Si je bois, on danse et de plus je fume. Si je 
m’asseois, je m’amuse. Or je m’ennuie. Donc je fume. 

7. Si je marche, je sue. Si je ne me fatigue pas, je ne sue pas. Or je ne me fatigue 
pas. Donc je ne marche pas. 

8. Si A dit la vérité, B ment. Si B ment, C ment. Si C ment, D dit la vérité. D 
ment ou bien E ment. A ne ment pas. Donc E ment. 

Exercice 6. Trois commerçants habitent dans 3 maisons situées aux numéros 21, 23 
et 25 de la même rue. Le boucher habite dans la maison jaune, qui est à côté de la 
rouge mais qui n’est pas à côté de la verte. L’épicier, qui n’est pas suisse, habite à côté 
du Français. L’Italien habite au numéro 21 et sa maison n’est pas jaune. Quelle est la 
nationalité du pharmacien, quelle est la couleur de sa maison, et où habite-t-il ? 

Exercice 7. Trois personnes, un policier un berger et un assassin, habitent dans 3 
maisons situées aux numéros 19, 21 et 23 de la même rue. Le policier habite au numéro 
23 et sa maison n’est pas rouge. La maison rouge est à côté de la maison bleue mais pas 
à côté de la maison jaune. L’Italien habite dans la maison rouge. Le Français, qui n’est 
pas berger, habite à côté de l’assassin. Quelle est la couleur de la maison de l’assassin 
et où habite-t-il ? 

Exercice 8. (Pour les courageux). 

• Alice dit que si Bernard est coupable, Charles l’est aussi. 

• Bernard dit que Alice est coupable et que Charles ne l’est pas. 

• Charles dit qu’il n’est pas coupable mais que au moins l’un des deux autres l’est. 
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Soit A (respectivement B, C ) l’assertion « Alice (respectivement : Bernard, Charles) 
est coupable ». 

1. Ecrire sous forme logique les affirmations de Alice, Bernard et Charles. 

2. On sait que chacune des trois personnes ment si et seulement si elle est cou¬ 
pable. Déduire de la question précédente trois assertions vraies. Simplifier leur 
expression. 

3. Contraire la table de vérité de chacune des trois assertions de la question pré¬ 
cédente. 

4. Déduire de ces tables de vérité que Alice est innocente, Bernard et Charles sont 
coupables. 

Exercice 9. Définir les ensembles suivants en extension. 


1. 

{ n 

G 

N; 

(■n > 3) A (■n ^ 7) }. 


2. 

{ n 

G 

N; 

(2 | n ) A (n < 7) }. 


3. 

{ n 

G 

N; 

(n 112) V (n ^ 7) }. 


4. 

{ n 

G 

N; 

Kn|12))A(n<7)}. 


5. 

{ n 

G 

N; 

(n > 3) A ((n 12) V (n ^ 

7))}- 

6. 

{n 

G 

N; 

(n|15)} U {/ e N; (3 < l 

2 ) A (l 

7. 

(n 

G 

N; 

((n + l)|20)V((n-l)|8)} 



Exercice 10. Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. Ecrire en fonction 
de A,B,C les ensembles correspondant aux assertions suivantes. 

1. x appartient aux trois. 

2. x appartient au moins à l’un d’entre eux. 

3. x appartient à deux d’entre eux au plus. 

4. x appartient à l’un d’entre eux exactement. 

5. x appartient à deux d’entre eux au moins. 

6. x appartient à l’un d’entre eux au plus. 

Exercice 11. Soit E un ensemble. Soient A et B deux sous-ensembles de E. On appelle : 

• différence de B dans A et on note A \ B l’ensemble A fl C B, 

• différence symétrique de A et B et on note AAB l’ensemble (A \ B) U (B \ A). 

1. Ecrire sous forme logique les propriétés « x G A \ B » et « a: G AAB » à l’aide 
des propriétés « a: G A » et « x G B ». Démontrer les égalités ensemblistes 
suivantes. 

2. A \ 0 = AA0 = A. 

3. A \ A = AAA = 0. 

4. A O (BAC) = (A O B)A(A O C). 
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5. (AAB) U (AAC) = (A U B U C) \ (A n B n C). 

6. Donner une représentation sous forme de diagramme de Venn de tous les en¬ 
sembles définis dans cet exercice. 

Exercice 12. Soient A, B et C trois sous-ensembles d’un ensemble E. 

1. Simplifier l’expression {A fl B fl C) U (74 n B fl C) U C B U XJ. 

2. Démontrer que (A fl C B) fl 'V — A fl C (B U C) — [A fl Ü) fl C B. 

3. Démontrer que (A U B C ü) A (A U C C B) (A C B) A ((7 = 0). 

Exercice 13. (D’après Lewis Caroll). Parmi les combattants d’une grande bataille, au 
moins 70% ont perdu un œil, au moins 75% une oreille, au moins 80% un bras, et 
au moins 85% une jambe. Quelle est la proportion minimale des combattants qui ont 
perdu les 4 ? 

Exercice 14. Lin centre de langue propose des cours d’Albanais, de Bantou et de Chi¬ 
nois. Sur 93 élèves, 54 étudient l’Albanais, 51 le Bantou ou le Chinois, 27 le Chinois 
mais pas le Bantou, 3 ni l’Albanais ni le Chinois, et 12 étudient les 3 langues. 

1. Combien d’élèves étudient à la fois le Bantou et le Chinois? 

2. Combien d’élèves étudient l’Albanais ou le Bantou mais pas le Chinois ? 

3. Combien d’élèves n’étudient ni le Bantou ni le Chinois ? 

4. Combien d’élèves étudient une seule langue ? 

5. Combien d’élèves étudient exactement deux langues ? 

Exercice 15. Pour chacune des assertions suivantes : 

• VneN, 3 m G N ; (m | n ), 

• 3n G N ; Vm G N, (m j n ), 

• 3n G N ; Vm G N, (n | m), 

• VjigN, Vm G N , ^(m | n ) V (■n \ m)j , 

• Vn G N, Vm G N, ^((m | n ) A (n | m)) =>• (m = n)^, 

• Vn G N, Vm G N , 3/c G N ; ^(n | /c) A (m | . 

1. Lire à haute voix et comprendre. 

2. Dire si l’assertion est vraie ou fausse et le démontrer. 

3. Ecrire la négation, lire à haute voix et comprendre. 

Exercice 16. On note N l’ensemble des entiers naturels, A l’ensemble des nombres pairs, 
et B l’ensemble des nombres premiers. Exprimer sous forme symbolique les phrases 
suivantes. 

1. Tout nombre pair est divisible par 2. 
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2 . Aucun nombre impair n’est divisible par 2 . 

3. Il n’existe pas de nombre premier pair distinct de 2. 

4. Tout nombre premier distinct de 2 est impair. 

5. Il existe un nombre pair qui divise tout nombre pair. 

6 . Tout nombre premier divise au moins un nombre pair 


Exercice 17. On note N l’ensemble des entiers naturels, A l’ensemble des nombres 
pairs, et B l’ensemble des nombres premiers. Ecrire en langage courant et comprendre 
la signification des expressions logiques suivantes. 

1 . 3 ne A ; ne B. 

2. Vn G A , 3m G B ; m\n. 

3. Vn G N, n G A = =>• ^(n ^ B) V (n = 2)J . 

4. Vn G A, ((n = 2) V (3 (m,p) G A x B ; n = mp^j. 

5. 3n G N ; V(m,p ) G Ax B , (n ^ m) A (n 7 ^ p). 

6 . Vn G N, ^3m G A ; m | n^j =>• (n G A). 

7. Vn G N, (n G A) V f 3m G A ; m + 1 = n Y 


Exercice 18. Représenter sur un diagramme de Venn les ensembles suivants. 

• Ensemble Q des quadrilatères. 

• Ensemble T des trapèzes. 

• Ensemble P des parallélogrammes. 

• Ensemble R des rectangles. 

• Ensemble L des losanges. 

• Ensemble C des carrés. 

Exprimer sous forme logique, puis ensembliste, les phrases suivantes. 

1. Tout carré est un rectangle. 

2. Tout rectangle qui est aussi un losange est un carré. 

3. Il existe des parallélogrammes qui ne sont pas des rectangles. 

4. Si un losange est un rectangle alors c’est un carré. 

5. Une condition nécessaire pour qu’un trapèze soit un carré est que ce soit un 
rectangle. 

6 . Pour qu’un trapèze soit un rectangle il suffit que ce soit un carré. 

7. Il existe des quadrilatères qui ne sont ni des rectangles, ni des losanges. 

8 . Il existe des parallélogrammes qui ne sont ni des rectangles, ni des losanges. 
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Exercice 19. Si n est un entier, on note « n modulo 5 » le reste de la division euclidienne 
de n par 5. Les applications suivantes sont définies sur {0,1, 2, 3,4}, à valeurs dans lui- 
même. Représentez-les sur un diagramme. Sont-elles injectives ? surjectives ? bijectives ? 
Représentez le diagramme de / o /. 

1. / : n4'iî+ 1 modulo 5. 

2. / : n^n + 3 modulo 5. 

3. / : n h-» n + 10 modulo 5. 

4. / : n H- 2 n modulo 5. 

5. / : n 3 n modulo 5. 

6 . / : iî 4 lOn modulo 5. 

Exercice 20. Si n est un entier, on note « n modulo 6 » le reste de la division euclidienne 
de n par 6 . Les applications / suivantes sont définies sur (0,1, 2,3,4, 5}, à valeurs 
dans lui-même. Représentez-les sur un diagramme. Sont-elles injectives? surjectives? 
bijectives? Représentez le diagramme de / o /. 

1 . / : m-iîî +1 modulo 6 . 

2. / : n H» n + 3 modulo 6 . 

3. / : n H- n + 10 modulo 6 . 

4. / : îî4 2n modulo 6 . 

5. / : îî 4 3n modulo 6 . 

6 . / : lOn modulo 6 . 


Exercice 21. On considère les applications suivantes, de N vers N. Sont-elles injectives ? 
surjectives? bijectives? 


1 - / 

2 - / 

3- / 

4- / 

5- / 

6 - / 
7- / 


n i-4 n + 1. 
n i-4 2 n. 
n i-4 n 2 . 


n e4 

n i-4 

n (-4 

n (-4 


n +1 si n 
2 n si n 

2 n si n 
n — 1 si n 

n + 1 si 
n — 1 si 

n/2 

(n - l)/2 


est pair 
est impair. 

est p aii- 
est impair. 


n est pair 
n est impair. 

si n est pair 
si n est impair 


Exercice 22. On considère les applications suivantes, de R. vers M. Sont-elles injectives ? 
surjectives? bijectives? 
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1 - / : 

ïGX+1. 

2 - / : 

x (->• 2 x. 

3- / : 

X (->• x 2 . 

4- / : 

X (->• x 3 . 

5. / : 

X (->• y /f |x[. 

6 . / : 

X (->• — 7 = si X 

7- / : 

x (->• e æ . 

8 . / : 

X4X 3 - 3x. 


si x ± 0, /(O) 


0 . 


Exercice 23. Soit / l’application de M dans M définie par /(x) 

1 . / est-elle injective? surjective? 

2. Montrez que /(M) = [—1,1]. 

3. Montrez que la restriction 


2 x 

1 + x 2 ' 


est une bijection. 


x -> f(x) 


Exercice 24. On considère l’application 


/ : M 2 -G M 2 

(x, y) H- (x + |/, xy) 


et l’ensemble 4 = {(x, y) G M 2 | x = 0 et y > 0}. 

1. L’application / est-elle injective? 

2. Déterminez / _1 (4). 

3. L’application / est-elle surjective ? 

4. On considère maintenant l’application définie sur C, 

g: C 2 -G- C 2 

(x,y) i->- (x + y,xy) 


Montrez que 


g(x,y) = (a, P) 4» 


V 

x 2 — ax + P 


a — x 

0 


Déduisez de cette équivalence la surjectivité de g. 
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Exercice 25. Les applications suivantes sont-elles injectives? surjectives? bijectives? 
R —» M 2 
' ' x i—» (x, 0 ) 

M —* M 2 

2. / : ^ ( 4 — 2x 2 si x < 1 

^ | x +1 si x ^ 1 

3 M 2 —y M 2 

(x,y) i—> (x + y,x-y) 

Exercice 26. Soit E un ensemble, / et g deux applications de E dans E. 

1. On suppose que f o g = / o/ o/ et que / est injective. Montrer que Vx G 

Ei 9{x) = (/ ° /)(»• 

2. On suppose que g°f = f 0 f°fe t que / est surjective. Montrer que Vx G 
E, g{x) = (/ o /)(x). 

On suppose maintenant que / est bijective. Dans l’un quelconque des cas ci-dessus, 
montrer que g est bijective et calculer son inverse. 

Exercice 27. Soit E un ensemble et A un sous-ensemble de E. On appelle « fonction 
indicatrice de A » et on note In l’application de E vers {0,1} qui à x G E associe 1 si 
x G A, 0 si x ^ A. Soient A et B deux sous-ensembles de E. Démontrer les assertions 
suivantes. 

1. Vx G E , L a (x) = 1 — Ia(x). 

2. Vx G E , I A n b{x) = min{I A (x), I B (x)} = Ia(x)I b (x). 

3. VxGL, Iaub{x) = max{I A (x),I B (x)} = I A (x) + I B (x) - I A (x) I B (x). 

Exercice 28. Soient E et F deux ensembles, / une application de E vers F. Soient A 
et A' deux sous-ensembles de E. Soient B et B' deux sous-ensembles de F. Démontrer 
les assertions suivantes. 

1 . (A c A') =► (f(A) c f(A')). 

2 . (B CB') =► (f-\B) c f~\B')). 

3. f(A\JA') = (f(A)Uf(A')). 

4. f-\BUB') = (f-\B)Uf~\B')). 

5. f(AnA')c(f(A)nf(A')). 

6 . f-\BGB') = (f-\B)nf-\B')). 

7. f~\f(A)) D A. 

8 . f(f~\B)) c B. 

9. f(Anf~\B)) = (f(A)nB). 

10. f(Auf~\B))c(f(A)UB). 


40 



Maths en Ligne 


Langage mathématique 


U JF Grenoble 


Exercice 29. Ecrire chacune des assertions suivantes comme une implication. 

Ecrire et démontrer sa contraposée. 

1. Aucun nombre impair n’est la somme de deux nombres impairs. 

2. Tout nombre premier strictement supérieur à 2 est impair. 

3. Soient m et n deux entiers impairs tels que m divise 2 n. Alors m divise n. 

4. Soient m et n deux entiers tels que m divise n. Alors m et n + 1 sont premiers 
entre eux (ils n’ont aucun diviseur commun autre que 1 ). 

5. Si le produit de deux entiers strictement supérieurs à 1 est le carré d’un entier 
alors chacun des deux est le carré d’un entier ou bien ils ont un diviseur commun 
autre que 1 . 


Exercice 30. Démontrer par récurrence les assertions suivantes. 

n 

1. Vn G N , YAk + 1) = (n + l)(n + 2)/2. 


fc =0 

n 


2. Vn 6 N , Y k 2 = n ( n + 1)(2 n + l)/6. 


k =o 

n 


3. Vn 6 N , Y = n2 ( n + l) 2 /4. 

k =o 

4. Vn G N , 3|(n 3 — n). 

n 

5. Vn G N , Y 2 fc = 2 n+1 - 1- 

k =0 
n 

6. VneN, Y k2k = ( n - 1 )2 n+1 + 2. 

, VneN , n > 3 . 

n n 

8. VneN*, H(n + k) = 2 n H(2k-l). 


k= 1 


k =1 


Exercice 31. Soient E un ensemble fini non vide et x un élément fixé de E. On considère 
les relations 7 Z définies par les assertions suivantes. 

• VA, B e V(E) , AU B A = B. 

• VA, B e V(E) , AU B <=> ((Anfi = 0)V(Aufi/0)j. 

• VA, B e V(E) , ATZB e A n B) V (x e C A 0 c B)^j . 

Pour chacune de ces relations. 

1. Montrer que 7 Z est une relation d’équivalence sur V(E). 

2. Décrire l’ensemble quotient V(E)/1Z. 
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Exercice 32. Soit E un ensemble non vide et x un élément fixé de E. On définit la 
relation 1Z sur l’ensemble V(E) des parties de E par : 

VA, B e V(E) , ATI B <==> ({x G A n B) V (x E C A n C B)^J . 

1. Montrer que 7Z est une relation d’équivalence. 

2. Montrer que la classe d’équivalence de 0 est V(E\ {x}) (ensemble des parties 
du complémentaire de {x} dans E). 

3. Montrer que l’ensemble quotient V(E)/1Z a deux éléments : 

V(E)/n={d n m,dn({x})} . 

4. On définit l’application f x , de V(E) vers V(E), qui à un sous-ensemble A associe 
A U {x}. L’application / est-elle injective? surjective? 

5. Vérifier que l’image par f x d’un élément de (0) appartient à cfad^})- 

6 . Montrer que tout élément de cfad^}) a un antécédent et un seul dans cl^(0). 

7. En déduire que : 

Card(d^(0)) = Card(cl^({x})) 

8 . Déduire des questions précédentes que : 

Gard (V(E)) = 2Card (V(E \ {x})) . 

9. Démontrer par récurrence que le cardinal de l’ensemble des parties d’un ensemble 
à n éléments est 2 n . 

2.3 QCM 

Donnez-vous une heure pour répondre à ce questionnaire. Les 10 questions sont 
indépendantes. Pour chaque question 5 affirmations sont proposées, parmi lesquelles 2 
sont vraies et 3 sont fausses. Pour chaque question, cochez les 2 affirmations que vous 
pensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2 affirmations vraies sont cochées 
rapporte 2 points. 

Question 1. 

0 ((4 < 2) A (2 | 4)) A ((4 | 8) A (4 < 8)). 

[B] ((4 < 2) V (2 | 4)) A ((4 | 8) A (8 < 4)). 

[C] ((4 < 2) A (2 | 4)) V ((4 | 8) A (4 < 8)). 

\b\ ((4 < 2) V (2 | 4)) A ((4 | 8) V (4 < 8)). 

[Ë] ((8 < 2) A (2 | 8)) V ((2 | 4) A (4 < 2)). 

Question 2. Soit n un entier naturel quelconque. 
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A (n 2 = n) =>• (n < 2). 

B (n 2 = 16) =>• (2|n). 

C (n ^ 2) =>• (2n > n). 

D (n 2 ^ n) =>• (2n > n). 

E (2|n) =>• (2 < n). 

Question 3. Soit n un entier quelconque. L’implication (6 | n) =>- (3|n), peut se 
traduire par : 

A Pour que n soit multiple de 3, il faut que n soit multiple de 6. 

B Pour que n soit multiple de 3, il suffit que n soit multiple de 6. 

C L’entier n est multiple de 3, seulement s’il est multiple de 6. 

D Line condition nécessaire pour que n soit multiple de 6 est que n soit multiple 
de 3. 

E Line condition suffisante pour que n soit multiple de 6 est que n soit multiple 
de 3. 

Question 4. Si je mange, alors je bois. Si je bois, alors je ne parle pas et je suis content. 
Je ne suis pas content. Vous pouvez en déduire que : 

A je ne mange pas. 

B je parle. 

C je ne parle pas et je ne mange pas. 

D je mange. 

E je ne bois pas. 

Question 5. Soient A, B , C trois sous-ensembles quelconques d’un ensemble E. L’en¬ 
semble ((A U C B) fl JP J U (( C A U XL) fl B) est : 

A inclus dans JP U B. 

B égal à E. 

C disjoint de B. 

D égal à JP U ( C A fl B). 

E inclus dans A U B. 

Question 6. L’ ensemble A est égal au singleton {1}. 

A A = { n G N , {ri 2 = n) }. 

B A = { n G N , (Vm > n , n\m) }. 

C(] A = {ne N, (n|3)}. 

D A — { n G N, (n|2) V (n|3) }. 

E A = { n G N, (n\2) A (n|3) }. 

Question 7. 

A Vn G N, 3 m G N ; m ^ n. 

B Vn G N, Vm G N ; m ^ n. 
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C 

D 

E 


3n G N, Vm G N ; 
3n G N, Vm G N ; 
3n G N, 3m G N ; 


n V m. 
m V n. 
n + m + 1 


0 . 


Question 8. Soit -E = {1,2, 3,4}. On note / l’application de E dans E dont le graphe 
T est le suivant. 


r = {(1,2), (2,3), (3,3), (4,1)}. 


A 

B_ 

C 

D 

E 


L’application / est surjective. 

/({2, 3}) est un singleton. 

/ _ 1 ({2,3}) est un singleton. 

L’image réciproque par / de tout singleton est non vide. 
4 n’a pas d’antécédent pour /. 


Question 9. La relation R est une relation d’équivalence sur N. 


Al Vn,m G N , riRm n\m. 


B | Vn, m G N , riRm 


C | Vn, m G N , riRm 


D | Vn, m G N , riRm 


El Vn,m G N , riRm 


2 2 

n = m . 

n 2 + m 2 = —2 nm. 

z 2 

,2 


n" — m 2 = 2nm + 2n. 


n 2 + m 2 = 2nm. 


Question 10. Soit H (ri) un énoncé dépendant de l’entier n. L’assertion entraîne que 
H(n ) est vraie pour tout n ^ 1. 

3 # (1) A (Vn > 1 , H(ri) ==► H(n + 1)) . 

B] ü(1) A (Vn > 1, H (ri) => H (n + 2)) . 

H( 1) A (Vn ^ 2 , H (ri) => H(n + 1)^. 

D] H( 1) A (Vn ^ 1, H(n + 1) ==► tf(n)). 

Ë] H( 1) A (Vn ^ 1, H (ri) => H(2n)^J A (Vn > 4, H (ri) => ü(n - 1)). 


av-oi aa-6 lia s ov i a a 9 av-s av h aa e av z ao-i : sssuodoy 


2.4 Devoir 

Essayez de bien rédiger vos réponses, sans vous reporter ni au cours, ni au corrigé. Si 
vous souhaitez vous évaluer, donnez-vous deux heures ; puis comparez vos réponses avec 
le corrigé et comptez un point pour chaque question à laquelle vous aurez correctement 
répondu. 

Questions de cours : Soient E et F deux ensembles. Soit / une application de E 
dans F. Soit A un sous-ensemble de E et il un sous-ensemble de F. 
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1. Définir l’image f(A) de A et l’image réciproque f~ 1 (B) de B. 

2. Démontrer que A C / -1 (/(A)) et que f(f~ l (B)) C B. 

3. Quand dit-on que / est injective ? surjective ? 

4. Démontrer que si / est injective, alors A = f~ 1 (f(A)). Démontrer que si / est 
surjective, alors B = f(f~ 1 (B)). 

5. Soit E = F = {—1,0,1} et soit / l’application de E clans F qui à a: associe 
x 2 . L’application / est-elle injective? surjective? Soit A = {1} et B = {—1,1}. 
Ecrire en extension les ensembles / _1 (/(A)) et f(f~ l (B)). 

Exercice 1 : Soient A, B et C trois assertions. 

1. Ecrire la table de vérité de l’assertion : 

(AM B) =► (AM C) . 

2. Ecrire la table de vérité de l’assertion : 

(A A B) =► (A AC) . 

3. Utiliser les tables de vérité des deux questions précédentes pour démontrer que 
l’équivalence suivante est toujours vraie. 

^ ( (d V 5) (A V U) ) A (A A B) (d A C) ) j (B=^C) . 

4. En utilisant les assertions A : « je suis une fille », B : « je fais du sport » et C : 

« je garde la forme », exprimer en langage courant l’équivalence de la question 
précédente. 

5. Soit E un ensemble, A, B, C trois sous-ensembles de E. Représenter dans trois 
diagrammes de Venn différents les ensembles E. A, B, C, dans les trois cas sui¬ 
vants. 

• B C C. 

• B^C, (AUB)c(AU C), (A n B) £ (A n C). 

• B (£ C, (A U B) £ (A U C), (A n B) c (A n C). 

6 . Démontrer que l’équivalence suivante est toujours vraie. 

(((A U B) C (AUC)) A (An B) C (AfC))) « (BcC). 


Exercice 2 : 

1. Soient A\ et A 2 deux assertions. Ecrire à l’aide des symboles A, V, -i l’assertion : 
« de deux choses l’une, soit Ai est vraie, soit A 2 est vraie, mais pas les deux ». 
On notera désormais (Ai Xor A 2 ) cette assertion. 
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2. Démontrer à l’aide des tables de vérité que l’implication suivante est toujours 
vraie. 

Xor A 2 J A i-AiJ ==>• A 2 . 

3. On considère les propositions suivantes : B : « je bois », C : « je conduis », F : 
« je vais voir un film », M : « je marche », R : « je vais au restaurant ». Ecrire 
sous forme symbolique les assertions suivantes. 

A\ : « de deux choses l’une, soit je conduis, soit je marche ». 

A 2 : « de deux choses l’une, soit je vais voir un film, soit je vais au restaurant, 
et dans ce cas je bois ». 

A 3 : « si je conduis, alors je ne bois pas ». 

A 4 : « je ne marche pas ». 

4. On suppose que les assertions Ai, A 2 , A 3 , A 4 sont vraies. Démontrer que l’asser¬ 
tion F est vraie. Vous écrirez votre raisonnement sous forme symbolique, et en 
langage courant. 

Exercice 3 : Soit 1Z la relation définie sur l’ensemble des réels M par : 

\/x, y G M , [xTZy^j (x 2 — y 2 = x — y'j . 

Soit S la relation définie sur l’ensemble des réels M par : 

\/x, y G M , {xSy^j (x 2 — y 2 ^ x — yj . 

1. Montrer que Tl est une relation d’équivalence. 

2. Démontrer que pour tout iéI, 

cln(x) = {x, 1 - x} . 

3. Démontrer que la relation S est réflexive, transitive, mais qu’elle n’est ni symé¬ 
trique ni anti-symétrique. 

4. Soit / l’ensemble des réels supérieurs ou égaux à 1/2. Soit S' la relation définie 
sur / par : 

\tx,y el , ( xS'y ) (x 2 - y 2 ^ x - y) . 

Montrer que S 1 est une relation d’ordre sur I. 

5. Démontrer que : 

Vx, y G / , (xS'y) (x ^ y) . 
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2.5 Corrigé du devoir 

Questions de cours : 

1. L’image de A est l’ensemble des images par / des éléments de A. 

f( A ) = { f(x), xE A} = {y EB,3xEA,y = f(x) } . 

L’image réciproque de B est l’ensemble des éléments de E dont l’image appar¬ 
tient à B. 

r\B) = {xeE, f(x) e B} . 

2. Soit x un élément quelconque de A. Posons y = f(x). Alors y E f(A) car x E A. 
Donc x est un élément de E dont l’image par / appartient à f(A). Par définition 
de l’image réciproque, x appartient à / _ 1 (/(M)). Tout élément de A appartient 
à f~\f{A)), donc A C / _ 1 (/(A)). 

Soit y un élément quelconque de /(/ _ 1 (F)). Par définition de l’image, il existe 
x G f~ l {B) tel que f(x) = y. Puisque x G / _ 1 (F), l’image de x est dans B, 
donc y E B. Tout élément de /(/ _ 1 (F)) appartient à B , donc / _ 1 (/(F)) C B. 

3. On dit que / est injective si tout élément de F a an plus un antécédent dans 
l’ensemble de départ. 

Vxi,x 2 G E , (j(x i) = f{x 2 )j ==>■ xi = x 2 . 

On dit que / est surjective si tout élément de l’ensemble d’arrivée a au moins 
un antécédent dans l’ensemble de départ. 

Vy E F, 3 x E E ; f(x) = y . 

4. Nous allons montrer que si / est injective, alors / - 1 (/(A)) C A. Soit x un 
élément de /~ 1 (/(A)). Par définition de l’image réciproque, f(x) E f(A). Donc 
il existe un élément de A dont l’image est égale à celle de x. Mais comme / est 
injective, cet élément ne peut être que x lui-même. Donc iG A Tout élément de 
/ _ 1 (/(A)) appartient à A, donc / _ 1 (/(A)) C A. Comme d’après la question 2, 
A C / - 1 (/(A)), nous avons bien démontré que A = f~ 1 (f(A)), si / est injective. 

Nous allons maintenant montrer que si / est surjective, alors B C /(/ _ 1 (F)). 
Soit y un élément de B. Comme / est surjective, il existe a: G F tel que f(x) = y. 
Par définition de l’image réciproque, puisque y E B, x E / _ 1 (F), et donc 
y = f(x) E /(/“ 1 (F)). Tout élément de B appartient à /(/ _ 1 (F)), donc B C 
/(/ _ 1 (F)). Comme d’après la question 2, /(/ _ 1 (F)) C F, nous avons bien 
démontré que B = /(/ _ 1 (F)). 

5. Le graphe de / est : 

{(- 1 , 1 ), ( 0 , 0 ), ( 1 , 1 )}. 
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L’application / n’est pas injective car —1 et 1 ont la même image. Elle n’est pas 
surjective car —1 n’a pas d’antécédent. 

f-\f(A)) = {-l,l}?A et = 


Exercice 1 : 

1. Notons / l’assertion proposée. 

/ = ((AV B) =► (dVL)). 


Voici sa table de vérité. 


A 

B 

C 

AV B 

AVC 

I 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 


2. Notons J l’assertion proposée. 

J = ((LL A B) =► (dAd)j. 


Voici sa table de vérité. 


A 

B 

C 

A AB 

aac 

J 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

F 

F 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

F 

V 
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3. Voici les tables de vérité des assertions I A J et B ==>- C. 


A 

B 

C 

I 

J 

IA J 

B C 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

F 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

V 

F 

F 

V 

F 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 

V 

F 

F 

F 

V 

V 

V 

V 


On constate que les tables de vérité des assertions I A J et B ==>■ C sont les 
mêmes. L’équivalence entre les deux assertions est donc toujours vraie. 

4. • {A V B) =>■ (A V C) : Si je suis une fille ou je fais du sport, alors je suis une 

fille ou je garde la forme. 

• (A \/ B) (A V C) : Si je suis une fille et je fais du sport, alors je suis une 
fille et je garde la forme. 

• B ==>■ C : Si je fais du sport, alors je garde la forme. 

De deux choses l’une : soit je ne suis pas une fille, soit j’en suis une. Si je ne 
suis pas une fille (A est faux), la première implication dit que faire du sport est 
une condition suffisante pour garder la forme. La seconde implication dit que 
faire du sport est une condition suffisante pour garder la forme, aussi pour les 
filles. Affirmer les deux premières implications revient à dire que faire du sport 
est suffisant pour garder la forme, qu’on soit une fille ou non. 

5. Voir figure [6} 



Figure 6 - Diagrammes de Venn de trois sous-ensembles. 

6 . Notons respectivement A, B et C les assertions « x G A », « x G B » et 
« x G C ». Les inclusions de l’énoncé se traduisent comme suit. 

(((A U B) C (AUC)) 4=^ ^(dV5)^(dVC)), 
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( ( (A n B) c (A n C) ) ) « ( {a a b) =► [a a c) ) , 
(bcc) « =► c) . 

L’équivalence demandée est celle de la question 3. 

Exercice 2 : 

1 . 

Ai Xor A 2 — '^4i A A 2 ^ V (^1 ^ —'A 2 J • 

2 . 


A 1 A 2 

Ai Xor A 2 

(dLi Xor A 2 ^J A ( — 'Ai) 

Xor A 2 ^J A ( — Ai) ==>• A 2 

V V 

F 

F 

V 

V F 

V 

F 

V 

F V 

V 

V 

V 

F F 

F 

F 

V 


3. Ai : C Xor M 

A 2 : F Xor (R A B) 
A 3 : C ==> (- B ) 

A4 : -iM 

4. 


(C Xor M) A (~>M) ==► C 

C =► h B ) 

(-.B) ==► (n(EAB) 

(V Xor (i? A B^j A (-.(Æ A 5)) =► F. 

Soit je conduis, soit je marche. Puisque je ne marche pas, je conduis ; donc je ne 
bois pas. Puisque je ne bois pas, je ne suis pas au restaurant en train de boire. 
Donc je vais voir un hlm. 

Exercice 3 : 

1. La relation 1Z est : 

• réflexive : 

Vx G M , x 2 — x 2 = x — x , 

• symétrique : 

Vx, y G M , (x 2 — y 2 = x — y^j ==>- (y 2 — x 2 = y — x^j , 
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• transitive : 

\/x,y,z<ER, ^(x 2 — y 2 = x — y^j A (\ 

Donc c’est une relation d’équivalence. 


y 2 -z 2 = y-z 


)M 


2 2 

X —z =x—z 


Vx,y G 


xTZy 


( 2 2 
x —y = x — y 


(x-y)(x + y- 1) = 0 

^(a; — y — 0) V (x + y — 1 — 0)^ 

({y = x) V (y = 1 - x)^j . 


\/x G 


2 2 ^ 

X — X ^ X — X , 


3. La relation S est : 

• réflexive : 

• transitive : 

Va;, y,z G R. , (^(x 2 — y 2 ^ x — y') A (y 2 — z 2 ^ y — z^j ==>- (x 2 — z 2 ^ x — z') , 

• non symétrique : 

O 2 - 2 2 ^ 0 - 2 mais 2 2 - O 2 > 2 - 0 , 

• non anti-symétrique : 

O 2 — l 2 < 0 - 1 et l 2 - O 2 ^ 1 - 0 . 

4. La relation S' est réflexive et transitive, comme la relation S (car ce qui est vrai 
sur M. reste vrai sur un sous-ensemble de M). Nous devons démontrer qu’elle est 
anti-symétrique. Soit / l’ensemble des réels supérieurs ou égaux à 1/2. 


Vx,y G I , (xS'y) A (yS'x) 


2 2 

x —y = x — y 


=> (y = x) V (y = 1 - x) , 

d’après la question 2. Or si x > 1/2, alors 1 — x < 1/2, et si x = 1/2, alors 
1—x = 1/2. Donc si x et y sont à la fois éléments de / et tels que (xS'y'j A (yS'x '), 
alors x = y : la relation S 1 est anti-symétrique. 

5. Soient x et y deux éléments de /. Si x = y = 1/2, on a la fois xi S'y et x ^ y. Si 
x ou y est strictement supérieur à 1/2, alors x + y — 1 est strictement positif. 
Dans ce cas : 

{x 2 - y 2 ) ^ (x - y) (x-y)(x + y- 1)^0 

x — y ^ 0 
•<=>■ x ^ y . 
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3 Compléments 

3.1 La quantification des prédicats 

Voici ce qu’un élève de Hamilton écrivait en 1846, au terme d’un exposé sur la 
quantification du prédicat. 

Nous ne pouvons pas finir, sans exprimer la véritable joie que nous ressen¬ 
tons (que la force de ce sentiment serve d’excuse à notre témérité) de ce que 
cette découverte a été faite dans notre pays et dans notre temps. Nous nous 
réjouissons de savoir qu’il s’est élevé un homme capable de comprendre et 
de compléter le plan du grand architecte, Aristote, de placer la dernière 
pierre au monument dont les fondations étaient posées depuis deux mille 
ans, par la main puissante du philosophe de Stagire, et qui après les efforts 
de tant de générations d’ouvriers... 

Sir William Stirling Hamilton (1788-1856) n’est pas le Sir William Rowan Hamilton 
des quaternions et du hamiltonien, et il est beaucoup moins célèbre. Pour quelqu’un 
censé avoir « complété le plan du grand architecte », n’est-ce pas quelque peu injuste? 
Et pour commencer, quelle est cette fameuse « dernière pierre au monument » ? 

Voici un énoncé, suivi de sa démonstration par contraposée. 

Soient A et B deux ensembles non vides. Alors : 


Va; G A , x E B 


3 x E B, x E A 


En effet, 
Or, 

Enfin ; 


3 x E B , x E A 
^Va; E B , x £ A^j 
^Va; G A , x ^ B^j 


^Va; G B , x Al'J 
^Va; G A , x B^j. 
Va; G A, x E B 


Voici une autre formulation. 


Si A appartient à tout B, B aussi appartient à quelque A ; car si B n’ap¬ 
partenait à aucun A, A n’appartiendrait non plus à aucun B : or A était 
supposé appartenir à tout B. 

À part que le second énoncé est nettement plus compréhensible que le premier, qu’est-ce 
qui les sépare ? 

La bagatelle de 23 siècles ! Le second est extrait de l’Organon d’Aristote (384- 
322 av. J.C.), le premier n’aurait pas pu être écrit tel quel avant 1935, date de la 
première utilisation du symbole V. Comme ci-dessus, on trouve dans la plupart des 
énoncés d’Aristote l’usage de « tout », « aucun » et « quelque ». Selon les différentes 
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combinaisons de « tout » et « quelque », on distingue 4 types d’affirmations positives 
(ni la signification ni la véracité ne sont en cause) : 

1. Tout homme est tout animal 

2. Tout homme est quelque animal 

3. Quelque homme est tout animal 

4. Quelque homme est quelque animal 

Si on rajoute les négations possibles sur chacun des deux attributs, on obtient 16 
types de propositions. Certaines sont utiles, d’autres moins car toujours vraies ou tou¬ 
jours fausses. Les 16 types, virtuellement présents chez Aristote, ont été abondamment 
discutés par les commentateurs anciens d’Aristote : Ammonios (475-515) et Boèce 
(480-525). Ibn Zur‘a (943-1008) semble être le premier à lister systématiquement les 
16 typesQ suivi par Ibn Sina (Avicenne : 980-1037), Ibn Rushd (Averroès : 1126-1198) 
et Maimonide (1138-1204). Mais comme d’habitude, l’apport des savants arabes ou 
juifs sera longtemps ignoré des occidentaux. Lorsque vers 1836 Hamilton liste 8 types 
parmi les 16 sans identifier clairement leur valeur sémantique, le moins que l’on puisse 
dire est qu’il ne recueille pas une adhésion massive de ses contemporains ; et lorque 
quelques années plus tard il acuse imprudemment Augustus de Morgan (1806-1871) de 
plagiat, il aggrave son cas : de Morgan ne se gêne pas pour tailler en pièces la « théorie 
de la quantification des prédicats ». Voici ce que dit Jacques Maritain^] 

Ces dithyrambes paraissent un peu exagérés, surtout si l’on réfléchit qu’en 
réalité Hamilton n’a apporté aucune découverte nouvelle, et que son idée 
de la quantification du prédicat s’était déjà très nettement présentée à l’es¬ 
prit du « philosophe de Sagire », - lequel l’avait d’ailleurs rejetée non sans 
bonnes raisons. À notre connaissance, aucun des critiques modernes de la 
théorie de Hamilton n’a songé à se reporter sur ce point à la pensée des 
anciens. Nous avons cependant là un exemple fort remarquable d’une pré¬ 
tendue innovation non pas seulement, comme tant d’autres, déjà contenue, 
plus ou moins implicitement, dans l’arsenal des vieux auteurs, et élucidable 
par leurs principes, mais bien formulée explicitement et explicitement cri¬ 
tiquée par eux. Bien plus, si pertinente que soit la réfutation présentée par 
de Morgan et par Stuart Mill de la théorie de la quantification du prédicat, 
nulle critique moderne de cette théorie n’est aussi décisive et aussi péné¬ 
trante que la page qui lui est consacrée par Saint Thomas d’Acquin dans 
son commentaire sur le Perri Hermeneias. 

1. A. Hasnawi, Avicenna on the quantification of the predicate in TS. Rahman, T. Street, H. Tahiri 
eds. The unity of science in the Arabie tradition, Springer, New-York (2008) 

2. J. Maritain, La quantification du Prédicat et la logique de l’école, Revue néoscolastique de 
philosophie, 25(97), p. 57-89 (1923) 
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3.2 Ces longues chaînes de raisons 

Voici six textes célèbres à propos de Funiversalité et de la perfection du langage 

mathématique. 

Platon (428-348 av. J.-C.), La République 

Tu n’ignores pas, je pense, que ceux qui s’occupent de géométrie, d’arith¬ 
métique et autres sciences du même genre, supposent le pair et l’impair, les 
figures, trois espèces d’angles et autres choses analogues suivant l’objet de 
leur recherche : qu’ils les traitent comme choses connues, et que quand ils 
en ont fait des hypothèses, ils estiment qu’ils n’ont plus à en rendre aucun 
compte ni à eux-mêmes ni aux autres, attendu qu’elles sont évidentes à 
tous les esprits ; qu’enhn, partant de ces hypothèses et passant par tous les 
échelons, ils aboutissent par voie de conséquences à la démonstration qu’ils 
s’étaient mis en tête de chercher. 

Gerbert d’Aurillac (945 7-1003), Pape Sylvestre II en Lan mil 

Je vous invite à entrer dans ce paradis terrestre qu’est la contemplation des 
causes. Ce qu’on peut faire au moyen de cette magie que les Perses nomment 
sagesse, les juifs kabbale, les Grecs philosophie, les Pythagoriciens science 
des nombres formels et les Platoniciens souverain remède qui donne à l ’âme 
une parfaite tranquillité par la vertu qu’il a de joindre les effets, passifs, aux 
vertus, agentes. Cette magie n’est autre que la philosophie naturelle, c’est- 
à-dire l’étude des lois qui régissent la nature [... ] 

Si vous n’étiez pas fermement convaincu que la science des nombres contient 
en elle ou produit, comme une source, les prémisses de toutes choses, vous 
ne montreriez pas tant d’ardeur à en prendre une connaissance entière et 
approfondie [... ] 

Galilée (1564-1642), L’Essayeur 

La philosophie est écrite dans ce très vaste livre qui est éternellement ouvert 
devant nos yeux - je veux dire l’LInivers - mais on ne peut le lire avant 
d’avoir appris la langue et s’être familiarisé avec les caractères dans lesquels 
elle est écrite. Elle est écrite en langue mathématique et ses lettres sont des 
triangles, des cercles et d’autres figures géométriques, moyens sans lesquels 
il est humainement impossible de comprendre un seul mot, sans lesquels on 
erre en vain dans un obscur labyrinthe. 

Descartes (1596-1650), Discours de la méthode 

Ces longues chaînes de raisons, toutes simples et faciles, dont les géomètres 
ont coutume de se servir pour parvenir à leurs plus difficiles démonstrations, 
m’avaient donné occasion de m’imaginer que toutes les choses, qui peuvent 
tomber sous la connaissance des hommes, s’entre-suivent en même façon, 


54 



Maths en Ligne 


Langage mathématique 


U JF Grenoble 


et que, pourvu seulement qu’on s’abstienne d’en recevoir aucune pour vraie 
qui ne le soit, et qu’on garde toujours l’ordre qu’il faut pour les déduire les 
unes des autres, il n’y en peut avoir de si éloignées auxquelles enfin on ne 
parvienne, ni de si cachées qu’on ne découvre. Et je ne fus pas beaucoup 
en peine de chercher par lesquelles il était besoin de commencer : car je 
savais déjà que c’était par les plus simples et les plus aisées à connaître ; et 
considérant qu’entre tous ceux qui ont ci-devant recherché la vérité dans les 
sciences, il n’y a eu que les seuls mathématiciens qui ont pu trouver quelques 
démonstrations, c’est-à-dire quelques raisons certaines et évidentes, je ne 
doutais point que ce ne fût par les mêmes qu’ils ont examinées ; bien que 
je n’en espérasse aucune autre utilité, sinon qu’elles accoutumeraient mon 
esprit à se repaître de vérités et ne se point contenter de fausses raisons. 

Pascal (1623-1662), De Vesprit géométrique 

Je ne puis faire entendre la conduite qu’on doit garder pour rendre les 
démonstrations convaincantes, qu’en expliquant celle que la géométrie ob¬ 
serve, et je n’ai choisi cette science pour y arriver que parce qu’elle seule 
sait les véritables règles du raisonnement, et, sans s’arrêter aux règles des 
syllogismes qui sont tellement naturelles qu’on ne peut les ignorer, s’arrête 
et se fonde sur la véritable méthode de conduire le raisonnement en toutes 
choses, que presque tout le monde ignore, et qu’il est si avantageux de sa¬ 
voir, que nous voyons par expérience qu’entre esprits égaux et toutes choses 
pareilles, celui qui a de la géométrie l’emporte et acquiert une vigueur toute 
nouvelle. 

Je veux donc faire entendre ce que c’est que démonstrations par l’exemple 
de celles de géométrie, qui est presque la seule des sciences humaines qui 
en produise d’infaillibles, parce qu’elle seule observe la véritable méthode, 
au lieu que toutes les autres sont par une nécessité naturelle dans quelque 
sorte de confusion que seuls les géomètres savent extrêmement connaître. 

Condillac (1715-1780), La langue des calculs 

L’algèbre est une langue bien faite, et c’est la seule : rien n’y paraît arbi¬ 
traire. L’analogie qui n’échappe jamais, conduit sensiblement d’expression 
en expression. L’usage n’a ici aucune autorité. Il ne s’agit pas de parler 
comme les autres, il faut parler d’après la plus grande analogie pour arriver 
à la plus grande précision ; et ceux qui ont fait cette langue, ont senti que 
la simplicité du style en fait toute l’élégance : vérité peu connue dans nos 
langues vulgaires. 

3.3 Le Docteur Illuminé 

« Doctor Illuminatus » : c’est par référence à son savoir théologique et son talent 

de débatteur que ce surnom flatteur (quelque chose comme « Savant Très Éclairé ») 
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a été attribué à Ramôn Lull (1232-1316). La traduction littérale est donc tout à fait 
trompeuse. Quoique... 

Né dans l’île de Mallorca, récemment reconquise par les chrétiens, Lull0 avait com¬ 
mencé par mener la vie de dissolue de courtisan à laquelle les hauts faits d’armes de 
son père pendant la reconquête, et les récompenses qu’il y avait gagnées lui donnaient 
droit. Jusqu’à ce que, à l’âge de 30 ans, l’apparition réitérée du Christ en croix lui fasse 
tout quitter pour dédier sa vie à la conversion des « infidèles ». Songez que c’était en 
ce temps-là la tâche la plus méritoire que l’on puisse entreprendre. Pensez aussi qu’elle 
était habituellement menée à grand renfort d’assassinats (« tuez-les tous, Dieu recon¬ 
naîtra les siens » : le massacre de Béziers a été perpétré en 1209), de croisades (celles de 
Louis IX datent de 1248 et 1270) et de bûchers (l’Inquisition a été instaurée en 1213). 
L’approche de Lull est donc plutôt originale pour l’époque : il commence par se donner 
neuf ans de réflexion au cours desquels il peaufine quelques milliers de pages d’argu¬ 
mentaires théologiques. Il apprend même l’arabe pour étudier l’Islam et la philosophie 
musulmane et mieux convaincre plus tard ses interlocuteurs. Supposer que sa volonté 
de dialogue pacifique ait pu aller jusqu’à la tolérance serait un anachronisme. Pour 
apprendre l’arabe, il avait acheté un esclave Maure. Entendant un jour celui-ci jurer en 
insultant le nom du Dieu des chrétiens, il le rosse de manière suffisamment humiliante 
pour que l’esclave tente de l’assassiner par vengeance. La tentative ayant échoué, Lull 
intervient pour que l’esclave ne soit pas immédiatement mis à mort mais seulement em¬ 
prisonné en attendant son jugement. L’esclave aura l’élégance de se suicider en prison, 
épargnant ainsi à Lull le dilemme d’avoir à faire appel d’une condamnation inévitable. 

Il n’y avait qu’une seule vérité possible pour Lull, celle de sa religion ; il était prêt 
à tout pour elle, priant Dieu de lui accorder la grâce de périr en martyr. Il n’est pas 
interdit de considérer qu’il faisait ce qu’il fallait pour. Au cours de plusieurs voyages à 
Bejaïa ou à Tunis, il se mettait régulièrement à haranguer la foule en plein marché : 
« La loi des Chrétiens est sainte et vraie, et la secte des Maures est mauvaise et fausse, 
et c’est ce que je vais vous démontrer ! ». Après avoir été sauvé à plusieurs reprises de 
groupes furieux d’être ainsi provoqués, ce qu’il souhaitait arriva finalement et il mourut 
lapidé à Bejaïa, à l’âge respectable de 83 ans. 

Lull savait bien que dans ses argumentaires, certains shémas de pensée revenaient 
systématiquement. Il eut l’idée de mécaniser sa méthode par un dispositif de cercles 
concentriques, qu’il livrait en appendice à son Ars Magna. Ayant lu en particulier Aver¬ 
roès et Avicenne, il connaissait la logique d’Aristote et de ses continuateurs musulmans : 
celle-ci n’était sans doute pas étrangère à son invention]^} 

En fait ce qui est sans doute le plus important est que cette formalisation 
correspondait également à des aspects de la méthode polémique musulmane 
et que c’est dans cet héritage que s’enracine la fécondité ultérieure de la 
méthode combinatoire. Le coup de génie de Lull est d’avoir vu qu’il pouvait 

3. E.A. Peers, Ramon Lull : a biography London (1929) 

4. D. Urvoy, Les musulmans pouvaient-ils comprendre l’argumentation lullienne? Estudi General 
9, p. 159-170(1989) 
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mettre en relation le défi, par les polémistes musulmans, de dénombrement 
exhaustif des combinaisons possibles de concepts, avec certains procédés 
combinatoires de la mantique et des talismans. 

Voici comment l’écrivain J.L. Borges (auteur de « La bibliothèque de Babel », censée 
contenir tous les livres aléatoires possibles) voyait la machine de Lull. 

Il s’agit d’un schéma ou diagramme des attributs de Dieu. La lettre A, 
centrale, représente de Seigneur. Sur la circonférence, le B signifie la bonté, 
le C la grandeur, le D l’éternité, le E le pouvoir, le F la sagesse, le G la 
bonté, le C la grandeur, le D l’éternité, le E le pouvoir, le F la sagesse, le 
G la volonté, le H la vertu, le I la vérité, le K la gloire. 

Imaginons un problème quelconque : déterminer la « véritable » couleur des 
tigres. Je donne à chacune des lettres lulliennes la valeur d’une couleur, je 
fais tourner les disques et je constate que le tigre inconstant est bleu, jaune, 
noir, blanc, vert, violet, orange et grois ou bleu-jaune, bleu-noir, bleu-blanc, 
bleu-vert, bleu-violet, bleu-bleu, etc, etc. Devant cette ambiguïté torren¬ 
tielle, les partisans de l’Ars Magna ne s’effrayaient pas ; ils conseillaient 
l’emploi simultané d’un grand nombre de machines combinatoires qui - se¬ 
lon eux - s’orienteraient et se rectifieraient à force de « multiplications » et 
d’« évacuations ». 

Une machine produisant des phrases aléatoires à volonté, l’idée allait séduire long¬ 
temps : de celle que Gulliver voit fonctionner dans l’île de Laputa, à la littérature 
combinatoire chère à Georges Pérec et Raymond Queneau, jusqu’aux « Pipotrons » 
que l’on trouve à foison sur le web. 

Si la caricature est facile, il reste que Lull est l’initiateur d’un courant philosophique 
de « mécanisation de la pensée » qui sera repris sans discontinuer au cours des siècles 
suivants : Giordano Bruno, Descartes, Hobbes, Leibniz, puis Babbage et enfin Turing : 
l’intelligence artificielle a une longue histoire derrière elle ! 

3.4 Ramener l’infini au fini 

Si des raisonnement par récurrence se trouvent déjà dans les Eléments d’Euclide, 
son disciple Eubulide, en fit un usage plutôt particulier. 

Un million de grains de sables constituent un tas 

Si on enlève un grain de sable à un tas de sable, il reste un tas de sable. 

Donc trois grains, deux grains, et même un seul grain ou zéro grain consti¬ 
tuent un tas de sable. 

Depuis Euclide, les mathématiciens ont plus ou moins implicitement utilisé le principe 
de récurrence. Al Karaji (953-1029)^] connaissait la formule du binôme, savait calculer 

5. R. Rashed, l’induction mathématique - Al Karaji et As Samaw’al Arch. Hist. Exact Sci. 9, p. 
1-21 (1972) 
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la somme des n premiers entiers, des n premiers carrés et cubes. Francesco Maurolico 
(1475-1575) démontre que la somme des n premiers entiers impairs est n 2 . 

La première formulation claire du principe du raisonnement apparaît en 1654 dans 
le Traité du triangle arithmétique de Biaise Pascal (1623-1662). Voici son texte. 

Quoique cette proposition ait une infinité de cas, j’en donnerai une démons¬ 
tration bien courte, en supposant deux lemmes. 

Le premier, qui est évident de soi-même, que cette proportion se rencontre 
dans la seconde base [... ] 

Le second, que si cette proportion se trouve dans une base quelconque, elle 
se trouvera nécessairement dans la base suivante. 

D’où il se voit qu’elle est nécessairement dans toutes les bases : car elle est 
dans la seconde base par le premier lemme ; donc par le second elle est dans 
la troisième base, donc dans la quatrième, et à l’ infi ni. 

3.5 Lettres à une Princesse d’Allemagne 

En 1759 Sophie Friederike Charlotte Leopoldine von Brandenburg-Schwedt a 14 
ans, quand son père demande à Léonard Euler de lui donner des cours de maths. Au 
bout de quelques mois Euler doit interrompre ses leçons. 

Madame, 

Comme l’espérance de continuer à V. A. mes instructions dans la Géomé¬ 
trie semble éprouver de nouveaux retards, qui me causent un chagrin très 
sensible, je souhaiterais pouvoir y suppléer par écrit ; autant que la nature 
des objets peut le permettre. 

Il est possible que ces « nouveaux retards » aient été liés à la guerre de sept ans ; ils 
auront eu en tout cas une conséquence des plus heureuses. Entre 1760 et 1762 Euler 
écrit 234 lettres, soit environ 500 pages, portant sur l’ensemble des connaissances du 
temps : musique, philosophie, mécanique, optique, astronomie, théologie, éthique ; un 
ouvrage de vulgarisation d’une ampleur et d’une clarté exceptionnelles. Voici un extrait 
de l’éloge d’Euler par Condorcet devant l’Académie des Sciences de Paris. 

Ces leçons ont été publiées sous le nom de Lettres à une Princesse d’Alle¬ 
magne ; ouvrage précieux par la clarté singulière avec laquelle il y a exposé 
les vérités les plus importantes de la mécanique, de l’astronomie physique, 
de l’optique et de la théorie des sons, et par des vues ingénieuses, moins 
philosophiques, mais plus savantes que celles qui ont fait survivre la plura¬ 
lité des mondes de Fontenelle au système des tourbillons. Le nom d’Euler, si 
grand dans les sciences, l’idée imposante que l’on se forme de ses ouvrages, 
destinés à développer ce que l’analyse a de plus épineux et de plus abstrait, 
donnent à ces lettres si simples, si faciles, un charme singulier. Ceux qui 
n’ont pas étudié les mathématiques, étonnés, flattés peut-être de pouvoir 
entendre un ouvrage d’Euler, lui savent gré de s’être mis à leur portée, et 
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ces détails élémentaires des sciences acquièrent une sorte de grandeur par 
le rapprochement qu’on en fait avec la gloire et le génie de l’homme qui les 
a tracés. 

Autre extrait d’éloge, par Nicolas Fuss devant l’Académie des Sciences de Saint-Péters¬ 
bourg : 

Pour ce qui regarde son contenu, il suffit de remarquer que, comme il est à 
la portée d’un plus grand nombre de lecteurs, et même à la portée du beau 
sexe, il n’a pas peu contribué à répandre le nom illustre de son auteur, et 
à le rendre cher à ceux qui n’ont pu le juger que d’après ses Lettres à une 
Princesse d’Allemagne. 

... « et même à la portée du beau sexe » : l’exploit n’était pas mince ! De fait le succès 
populaire fut immense : traduites en russe, en anglais et en allemand, plusieurs fois 
rééditées, ces lettres ont servi d’initiation scientifique et philosophique à des milliers 
d’amateurs éclairés au siècle des lumières et plus tard. Quant à la jeune princesse, on 
ignore le bénéfice qu’elle en tira, outre celui de passer à la postérité grâce à Euler : elle 
vécut l’essentiel de sa vie dans un couvent. 

Entre le 14 février et le 7 mars 1761, les lettres 102 à 108 traitent de logique. Euler 
y détaille avec sa clarté habituelle les fondements du raisonnement rigoureux, sous une 
forme remarquablement proche de la logique propositionnclle qui vous a été exposée 
dans ce chapitre. Il n’y est pas question d’ensembles, néanmoins les nombreuses figures 
par lesquelles il illustre son exposé traduisent bien les notions d’implication, conjonc¬ 
tion, disjonction etc. Les propositions y sont représentées par des cercles, disjoints, 
concentriques, ou intersectés, assez proches des diagrammes de Venn que nous utili¬ 
sons encore. En plus des figures, Euler illustre les différentes formes de syllogismes par 
de nombreux exemples, avec parfois quelque malice. 

Nul homme vertueux n’est pas médisant 
Or quelques hommes médisans sont savans 
Donc quelques savans ne sont pas vertueux. 

3.6 Froid dans le dos 

Durant la longue marche depuis Aristote jusqu’à la logique moderne, la formalisa¬ 
tion du raisonnement était considérée comme faisant partie de la philosophie, et non 
des mathématiques. Georges Boole (1815-1864) allait révolutionner le thème avec son 
algèbre des propositions. Vous connaissez le syllogisme « Tous les hommes sont mortels, 
Socrate est un homme donc Socrate est mortel » ? (À propos, il ne se trouve nulle part 
dans l’Organon d’Aristote). Voici comment il apparaît chez Boolc^j 

6. G. Boole, The mathematical analysis of logic, London (1847) 
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Ail Xs are Ys y( 1 — x) = 0 
Ail Ys are Zs z( 1 — y) = 0 

Eliminating y , we hâve z(l — x) — 0, Ail Xs are Zs. 

C’était bien un nouveau calcul algébrique sur des variables binaires, avec ses propres 
règles, différentes de celles du calcul ordinaire. Observez que Boolc utilise tout de 
même les notations de l’algèbre classique ; celles de la logique boolénne (A, V, -c .. ) 
apparaîtront bien plus tard. 

Mary Everest était la fille d’un pasteur ami de Boole, et la nièce du cartographe 
qui a donné son nom au plus haut sommet du monde (qui en avait déjà un, mais cela a 
moins de rapport avec la logique). Elle avait passé son enfance en France, où son père 
était devenu un disciple de Hahnemann, le fondateur de l’homéopathie. Qu’est-ce que 
l’homéopathie ? Mary nous en dit plus. 

The medicine which will produce any symptom in a hcalthy man, or tem- 
porarily aggravate it in one who is already suffering from it, is homéopathie 
to that symptom. 

[...] 

Hahnemann’s great homéopathie law or principle “like should be treated by 
like”, is now in sonie measure admitted by ail really scientific practitionners, 
however they may choose to déridé the word homeopathy. 

... « Traiter le mal par le mal, admis par tous les praticiens réellement scientifiques » ? 
Ayant beaucoup suivi et aidé la jeune fille (de 17 ans sa cadette), Boole finit par 
l’épouser. Neuf ans plus tard, à la suite d’un banal refroidissement, il tombe malade. 
Pas de quoi s’alarmer, mais tout de même, un bon traitement homéopathique s’impose. 
Des années plus tard, leur plus jeune fille (bébé au moment du décès de son père) accuse. 

My sister Mary Hinton, who had a friendship with lier, and who collccted 
various anecdotes about the family, told me that, in Aunt Mary Ann’s 
[Boole’s sister] view at least, the cause of father’s early death was believed 
to hâve been the Missus’ (Mary Everest Boole) bclicf in a certain crank 
doctor who advocated cold water cures for everything. Someone - I can’t 
remember who - is reported to hâve corne in and found Father “shivering 
between wet sheets”. Now for myself, I am inclined to believe that this 
may hâve happened. The Everests do seem to hâve been a family of cranks 
and followers of cranks. The Missus’ father apparently adored Mesmer and 
Hahnemann and the Missus herself ran théories to death. 

L’agonie de Boole « tremblant dans des draps mouillés » dure 17 jours, et il meurt 
de pneumonie. Plus de 40 ans après, Mary est toujours une fervente supportrice du 
« mal par le mal », même si elle reconnaît que quelques concessions s’imposent parfois. 
Dans « The message of psychic sciences to the world », elle consacre un long chapitre 
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à l’homéopathie où elle revient avec insistance sur le traitement par le froid du refroi¬ 
dissement. Outre la définition de l’homéopathie reproduite ci-dessus, voici ce qu’on y 

lit. 

The treatment for chronic coldness of the feet may consist, if the patient is 
strong, in making him walk for a few minutes on rough gravel in a brook ; 
if he is délicate and weakly, you should at bed-timc first get the feet tho- 
roughly warm by sonie antipathie means, and then give a shock of cold 
water followed by rubbing. 

[■■•] 

Thus you hâve a child whose circulation is defective, and who is constantly 
chilly. How will you correct this evil state of thing? Plunge him roughly 
into ice-cold water regardless of his screams ? Send him out fasting after his 
morning bath to creep along for an hour as best he may, with benumbed 
limbs and a more benumbed heart, through snow and wind and early fog? 
keep him half the day in a hreless room insufficiently clad, by way of har- 
dening him? and punish him for temper when he cries in sullen misery? 

That would be homéopathie treatment, certainly, after a fashion; and a 
good deal of such was practised in the early days of homeopathy and the 
water-cure ; and even under the eyes of the founders of both Systems. 

[■■•] 

If the vital energy lias been by any chance overtaxed, the patient should 
be treated, for a finie, not with homéopathie but with antipathie remedies. 

Thus, rubbing with snow is sufficient treatment for a frozen limb ; but a man 
who is suffering from general exposure to cold, or chilly from over-fatique 
and hunger, needs warmth. 

Ça fait froid dans le dos, vous ne trouvez pas ? 

3.7 Le rêve de Hilbert 

Durant l’été 1900 un congrès international de mathématiques se tenait à Paris. Le 
8 août, David Hilbert (1862-1943) y donne une conférence mémorable ; selon Charles 
Hcrmite, « on n’entendra plus jamais dans les congrès de conférences pareilles ». Qu’a- 
t-il donc raconté? Un théorème exceptionnel que lui seul pouvait démontrer? Line 
nouvelle théorie ? Pas du tout. Il s’était contenté d’énoncer 23 problèmes, ceux qui 
selon lui feraient progresser la recherche en mathématiques durant le siècle qui allait 
commencer. Le plus impressionnant est que le siècle en question, qui vient de s’achever, 
lui a très largement donné raison ! 

Dans plusieurs de ces problèmes, et en particulier dans le dixième, Hilbert pose la 
question du fondement même du raisonnement mathématique. Il souhaitait rendre ex¬ 
plicite un système axiomatique formel « universel ». En ces temps de scientisme triom¬ 
phant, personne ne doutait que ce soit possible, et que les mathématiques finiraient 
bien, après tant de victoires sur la nature, par réussir à s’expliquer elles-mêmes. 
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Hilbert recherchait un système comportant des axiomes et des règles de déduction. Un 
axiome est une assertion que l’on déclare vraie a priori : par exemple 0 < 1. Nous avons 
vu les règles de déduction de la logique, et le moyen de déclarer vraie ou fausse une 
assertion composée, en utilisant les tables de vérité. Hilbert souhaitait un système : 

• consistant : aucune assertion ne peut être à la fois vraie et fausse ; 

• complet : toute assertion est soit vraie soit fausse ; 

• décidable : il existe une procédure finie qui permet de vérifier si une assertion 
donnée est vraie ou fausse. 

On peut démontrer qu’un système consistant et complet est forcément décidable. Une 
procédure de décision consiste à ranger toutes les formules possibles d’abord par ordre 
de longueur, puis par ordre lexicographique pour les formules de même longueur. Si 
on doit vérifier l’assertion A, on parcourt les formules une par une en vérifiant pour 
chacune si elle est valide et si elle entraîne A ou bien —>A. Ce n’est pas très efficace, 
mais cela conduira forcément au résultat ! 


En 1931 Kurt Gôdel (1906-1978) ruine le rêve de Hilbert : il démontre que dans tout 
système formel contenant l’arithmétique des entiers, il existe des propriétés telles que 
l’on ne peut prouver ni qu’elles sont vraies, ni qu’elles sont fausses : on dit qu’elles 
sont indécidables. La démonstration de Gôdel est trop difficile pour être exposée ici, 
mais elle ressemble dans ses grandes lignes à celle de la proposition 15 II considère un 
système consistant pour l’arithmétique des entiers. Il construit alors une assertion sur 
les nombres entiers qui exprime par elle-même qu’elle n’est pas dénombrable : si elle 
est vraie, alors elle est fausse, et si elle est fausse, alors elle est vraie. Il en déduit que 
le système ne peut pas être complet. 

Parmi les exemples d’assertions indécidables, Y axiome du choix est le plus célèbre. 
Il s’agit de l’assertion affirmant que si un ensemble E est muni d’une relation d’équi¬ 
valence, alors on peut choisir dans chacune des classes d’équivalence un élément parti¬ 
culier. C’est évident si les classes d’équivalence sont finies ou dénombrables, mais cela 
ne l’est pas en général. On peut le supposer vrai, ou bien faux, sans jamais aboutir à 
une contradiction. 


Loin de sonner le glas de la recherche sur les systèmes formels, le résultat négatif 
de Gôdel a donné une impulsion décisive à la logique, conduisant en particulier avec 
Alan Turing (1912-1954), aux fondements de l’informatique théorique. 


3.8 La langue universelle de Peano 

L’histoire des mathématiques s’est souvent faite à l’envers du sens où elles vous sont 
enseignées. Les dérivées ont été utilisées avant la notion de continuité, les fonctions 
continues avant la définition rigoureuse des limites, les limites avant la définition de R, 
et cette dernière avant l’axiomatisation des nombres entiers. Il faut dire que, jusqu’à 
la fin du XIX e siècle, pas grand-monde ne songeait à définir les « évidences ». Parmi 
les propagandistes de la nouvelle exigence de rigueur, l’un des plus intransigeants fut 
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Giuseppe Peano (1858-1932), à qui on doit justement la première axiomatique de N, 
entre autres. 

Son œuvre majeure est le Formulaire de Mathématiques, publié en 5 tomes. « Le plus 
grand intérêt est la publication de collections de tous les théorèmes connus actuellement 
[... ] Line telle collection qui serait longue et difficile en langage ordinaire, est rendue 
notablement plus facile en utilisant la notation de la logique mathématique ». Euh, 
ça dépend pour qui ! Comme préparation à la lecture du Formulaire, Peano écrit un 
mémoire d’une cinquantaine de pages, uniquement dédié à l’énoncé des « Notations de 
Logique Mathématique ». Voici ce qu’il dit dans l’introduction. 

Leibniz a énoncé, il y a deux siècles, le projet de créer une écriture univer¬ 
selle, dans laquelle toutes les idées composées fussent exprimées au moyen 
de signes conventionnels des idées simples, selon des règles fixes. 

À la solution de ce problème a contribué d’abord le développement de l’écri¬ 
ture algébrique, qui s’est beaucoup perfectionnée après Leibniz. Au moyen 
des signes +, —, =, >, etc., des parenthèses et des lettres de l’alphabet, elle 
permet d’écrire en symboles quelques propositions. Mais ce qui a le plus 
contribué à la solution du problème, c’est la nouvelle et importante science 
qu’on appelle Logique Mathématique, et qui étudie les propriétés formelles 
des opérations et des relations de logique. 

[...] 

Par la combinaison des signes d’Algèbre et de Logique, on peut exprimer en 
symboles des opérations toujours plus longues et plus complètes, et le résul¬ 
tat auquel on est arrivé dans ces dernières années, est qu’on peut représenter 
toutes les opérations de logique avec peu de signes, ayant une signification 
précise, et assujettis à des règles bien déterminées. En conséquence, en in¬ 
troduisant des signes pour indiquer les idées de l’Algèbre, ou bien de la 
Géométrie, on peut énoncer complètement en symboles les propositions de 
ces sciences. 

Le problème avec Peano est qu’il mettait ses théories en application. 11 n’avait pas 
son pareil pour détecter des fautes logiques, ou pour démolir par un contre-exemple 
l’énoncé incomplet d’un collègue. Et il ne mâchait pas ses mots : « Nous pourrions 
continuer sans fin à énumérer les absurdités que l’auteur a empilées. Mais ces erreurs, 
le manque de précision et de rigueur tout au long du livre, lui ôtent toute valeur ». 

11 était persuadé de la justesse de son approche pédagogique : « Chaque professeur 
pourra utiliser le Formulaire comme un livre de cours, car il contient tous les théo¬ 
rèmes et toutes les méthodes. Son enseignement se réduira à montrer comment lire les 
formules, et à indiquer aux étudiants les théorèmes qu’il souhaite expliquer dans son 
cours ». Mais ce n’était pas tout. Pour lui, le langage mathématique était indissociable 
du langage naturel, et il souhaitaitait comme tant d’autres avant lui (dont Descartes 
et Leibniz) une Langue LIniversellc. 11 avait défini une version simplifiée du latin, le 
« Latine S in Flcxione ». Non content d’être des litanies de formules, ses cours étaient 
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en plus écrits dans cette langue, qu’il utilisait aussi pour son enseignement oral. Ajou¬ 
tez à cela qu’il se moquait éperdument de suivre un programme ! Le mathématicien 
italien le plus célèbre de son temps était devenu vers la fin de sa carrière un réel pro¬ 
blème pour son université. On décida de lui retirer tous les cours classiques, et on créa 
spécialement un cours de « Compléments de Mathématiques » où il pourrait enseigner 
ce qu’il voudrait. Il en fut si content qu’il accepta pour une fois d’enseigner en Italien 
plutôt qu’en « Latine Sin Flexione ». 

Mais peut-être auriez vous aimé l’avoir comme professeur : voici ce qu’il écrivait 
dans un journal de Turin en 1912 sous le titre « Contre les examens ». 

C’est un crime contre l’humanité. On ne doit pas torturer les étudiants avec 
des examens destinés à établir si oui ou non ils connaissent des notions qui 
sont inconnues de la plus grande partie du public éduqué. 

3.9 Les cardinaux infinis 

Combien y a-t-il d’entiers naturels, de rationnels, de réels? Line infinité bien sûr. 
Mais l’infinité des réels est plus grande que l’infinité des rationnels. Pour donner un 
sens à cette affirmation, il faut d’abord définir ce qu’est un ensemble dénombrable. 

Définition 12. Un ensemble infini est dit dénombrable s’il existe une application in- 
jective de cet ensemble vers N. 

Il peut paraître paradoxal que Q soit dénombrable. C’est pourtant le cas, car il 
existe une application injective de Q vers Z x N (à un rationnel p/q on associe le 
couple ( p,q )), et une application bijective de Z x N dans N : on compte les éléments 
de Z x N, en commençant par (0, 0), puis (1,0), (0,1), (—1, 0), puis (2, 0), (1,1), (0,2), 
(—1,1), (—2,0), ... Plus généralement, on démontre que le produit et la réunion de 
deux ensembles dénombrables sont eux-mêmes dénombrables. 

Théorème 4. L ’ensemble des réels n’est pas dénombrable. 

Démonstration : Nous allons démontrer par l’absurde que l’intervalle [0,1] n’est pas 
dénombrable. Supposons que l’on puisse compter les éléments de [0,1], donc les mettre 
en bijection avec N. Nous aurions [0,1] = {x n , n G N}. À l’élément x n , nous associons 
un développement décimal : 


X n 0‘Q'n,lQ J n,2@'n,3 • • • ) 

où les sont des entiers compris entre 0 et 9. Pour tout n, fixons b n G {1,..., 8}, tel 
que b n ^ a U)n . Considérons le réel x dont le développement décimal est 

x = 0 . 61 M 3 • • • 

Ce réel est différent de x n pour tout n, par construction. Il n’a donc pas pu être compté. 
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(Ce principe de démonstration s’appelle le procédé diagonal de Cantor). □ 

Il y a plus de réels que de rationnels, et donc plus d’irrationnels que de rationnels. 
Parmi les irrationnels, on distingue ceux qui sont solutions d’une équation polynomiale 
à coefficients entiers, comme \/2 : on les appelle les nombres algébriques. Ils semblent 
former une grosse masse. Pourtant il n’y a pas plus de polynômes à coefficients en¬ 
tiers que d’entiers : l’ensemble des nombres algébriques est lui aussi dénombrable. Les 
nombres qui ne sont pas algébriques (on les appelle « transcendants ») forment l’essen¬ 
tiel des réels. Pourtant il est extrêmement difficile de démontrer qu’un réel particulier 
est transcendant. C’est une des victoires du XIX e siècle que de l’avoir fait pour ir et e. 

Existe-t-il des ensembles « intermédiaires » entre N et M, qui seraient non dénom¬ 
brables, sans pourtant être en Injection avec R. ? C’est le premier des 23 problèmes posés 
par Hilbert en 1900. On a longtemps essayé d’en construire, ou de démontrer qu’il n’en 
existe pas, avant de s’apercevoir finalement que c’est une assertion indécidable : on 
peut la supposer vraie, ou bien fausse, sans jamais aboutir à une contradiction. Elle 
s’appelle « l’hypothèse du continu ». 

3.10 Ensembles quotients 

Bertrand Russel (1872-1970) a dit « It rnust hâve required rnany âges to discover 
that a brace of pheasants and a couple of days were both instances of the number two ». 
Nous avons vu cela sous une forme moins imagée : le cardinal d’un ensemble peut être 
défini comme la classe d’équivalence des ensembles en bijection avec lui. 

À la base des mathématiques, comme de toute activité intellectuelle se trouvent les 
concepts. Concept en mathématiques se dit classe d’équivalence : cela désigne une boîte 
fictive dans laquelle nous pouvons ranger toutes sortes d’objets, pourvu qu’ils aient 
une propriété commune. Line fois la boîte remplie, et dûment pourvue d’une étiquette 
nommant la propriété qu’elle représente, on peut oublier son contenu et ne plus garder 
que l’étiquette qui pourra d’ailleurs devenir un nouvel objet. Cette faculté d’abstraire 
des propriétés communes est essentiellement humaine. C’est l’arme qui nous a permis de 
prendre une telle avance dans la lutte darwinienne pour la survie de l’espèce. Parce que 
l’homme préhistorique voyait un rapport entre un bras qui frappe et une branche qui 
tombe, il a été capable d’inventer la massue. C’est aussi la base du langage. Tout mot est 
une classe d’équivalence : « bleu » ou « table » ne sont que des boîtes pouvant contenir 
des objets différents. Le miracle est que ces classes d’équivalence soient transmissibles : 
que deux humains différents puissent être globalement d’accord sur les contenus de 
leurs boîtes. 

En mathématiques, les relations d’équivalence servent à fabriquer toutes sortes d’en¬ 
sembles. Nous n’en donnerons qu’un exemple, la construction de l’ensemble Q des 
rationnels à partir de l’ensemble des entiers. 

Lin rationnel est le rapport de deux nombres entiers, l’un entier relatif, l’autre entier 
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naturel non nul. 

Q = | - j (p,q) eZxN* j 

Deux couples d’entiers peuvent représenter le même rationnel. 

Vp G Z, Vg G N* - — — -<=>- pq' = qp' 
q d 

Oublions maintenant les rationnels et supposons que nous ne connaissions que l’en¬ 
semble E = Z x N*. Considérons la relation 7 Z définie sur E de la façon suivante. 

('IL q)K(p\ q) pq = qp' . 

Il est facile de vérifier qu’elle est réflexive, symétrique et transitive : c’est une rela¬ 
tion d’équivalence. L’ensemble quotient E/1Z est précisément l’ensemble des rationnels. 
Mais pour que cette définition soit utilisable, il faut la compléter par les opérations dont 
nous avons besoin : addition, multiplication, ordre total. 

1. addition : considérons l’application de E x E vers E qui à deux couples (p, q) 
et (r, s) associe le couple (ps + rq,qs). C’est bien ce que nous attendons de 
l’addition des rationnels : p/q + r/s = (ps + rq)/qs. L’application que nous 
avons définie « passe au quotient » : si (p', q')lZ(p, q) et (r', s')lZ(r, s ), alors (pV+ 
r'q', q' s')lZ(ps + rq, qs) (vérifiez... !). Si on la transporte sur l’ensemble quotient, 
cette application définit l’addition des rationnels. 

2. multiplication : considérons l’application de E x E vers E qui à deux couples 
(p, g) et ( r,s ) associe le couple (pr,qs). C’est ce que nous attendons de la mul¬ 
tiplication des rationnels : (p/q)(r/s) = ( pr)/(qs ). Comme ci-dessus, si on la 
transporte sur l’ensemble quotient, l’application définit la multiplication des 
rationnels. 

3. ordre : considérons la relation O sur E définie par : 

(p,q)0(r,s) (ps ^ rq) 

Même technique : une fois transportée sur l’ensemble quotient, la relation O 
devient la relation d’ordre total que nous attendons sur Q. 

Ce que nous venons de décrire pour l’ensemble des rationnels est un cas particulier 
d’une procédure très générale, qui consiste à rajouter ce qui manque à un ensemble en 
définissant une relation d’équivalence sur un ensemble plus gros. Ainsi on peut définir 
Z à partir de N, puis Q à partir de N et Z, puis M. à partir de Q puis C à partir de M. 
Cela sert aussi pour des espaces de fonctions, et encore bien d’autres objets que vous 
rencontrerez plus tard. 
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3.11 Démonstrations non constructives 

L’assertion 3a; G 0 est fausse (par définition l’ensemble vide ne contient aucun élé¬ 
ment). Toute implication qui commence par 3a; G 0 est forcément vraie, par définition 
de l’implication. 11 est donc indispensable, avant de se lancer dans la démonstration 
d’une implication, de vérifier que les hypothèses ne sont pas vides, c’est-à-dire qu’elles 
sont satisfaites par au moins un objet. Sans cela, on pourrait en déduire tout et n’im¬ 
porte quoi. Par exemple l’assertion suivante est mathématiquement correcte, même si 
nous ne vous conseillons pas de l’apprendre par cœur ; 

Soit n un entier tel que Vm G H, « ) m. Alors 1 = 0. 

L’hypothèse est vide ; aucun entier n’est supérieur à tous les autres. 

Line grande partie de l’activité mathématique consiste à démontrer que des hypo¬ 
thèses ne sont pas vides, c’est-à-dire qu’il existe au moins un objet qui les vérifie. On 
appelle cela un « théorème d’existence ». 11 est très possible de démontrer l’existence 
d’un objet sans être capable de l’exhiber, ni même de donner un algorithme permettant 
de le calculer. Voici un exemple célèbre. 

Proposition 14. Il existe deux nombres irrationnels x et y tels que x y soit rationnel. 

\/2 

Démonstration : Nous avons vu que le nombre y/2 est irrationnel. Essayons y/2 : il 

est soit rationnel, soit irrationnel. 

• Si y/2 est rationnel, la proposition est démontrée, puisque x = y = y/2 
convient. 

^/2 \/2 

• Si y/2 ~ est irrationnel, posons x = y/2 , et y = y/2. Alors 

x y = = 2 G Q , 

et la proposition est également démontrée. 

□ 

y /2 

Rien dans cette démonstration ne permet de savoir si y/2 est ou non rationnel, 
et donc l’existence de x et y est démontrée sans qu’on puisse exhiber un seul exemple. 
On dit que la démonstration est « non constructive ». 

Certains mathématiciens, à la suite de Luitzen Brouwer (1881-1966), affirment 
qu’il n’est pas acceptable de démontrer un théorème d’existence sans être capable de 
construire au moins un objet vérifiant la propriété. Ils considèrent que cela revient à 
peu près à affirmer que les licornes existent parce qu’on trouve la définition du mot 
« licorne » dans les dictionnaires. A vous de juger... 
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3.12 L’ensemble de tous les ensembles 

n’existe pas! Un ensemble E n’est défini que si pour tout objet x l’énoncé 
(x G E) A -i(x G E) est faux. 

Proposition 15. L'ensemble de tous les ensembles n’existe pas. 

Démonstration : C’est un exemple de démonstration par l’absurde. Supposons que 
l’ensemble de tous les ensembles existe, et notons-le E. Notons A l’ensemble 

A= {x e E ] x ^ x} . 

Comme E contient tous les ensembles, A appartient à E. Est-ce que A appartient à 

A? 

• si A E A alors par définition de A, A ^ A, 

• si A (f A alors par définition de A, A E A. 

L’assertion A e A ne peut pas être vraie et fausse en même temps, c’est donc que 
l’hypothèse de départ (E existe) était fausse. □ 

Des versions plus prosaïques de ce paradoxe sont connues depuis l’antiquité. Par 
exemple : 


Epiménide le Crétois a dit : tous les Crétois sont des menteurs 


ou bien 


Le barbier rase tous ceux qui ne se rasent pas eux-mêmes. 

D’autres notions, apparemment claires, ne sont pas définies parce qu’elles condui¬ 
sent à une contradiction. Par exemple : 

Le plus petit nombre qu’on ne puisse pas définir en moins de vingt mots 

(la phrase ci-dessus comporte quinze mots). 
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